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✺✳✷ ❉❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✺✳✸ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✹ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦✲
r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✺✳✹✳✶ ❙✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❢r❛♥❣❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✺✳✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✺✳✺ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✺✳✺✳✶ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✷❉ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺
✺✳✺✳✷ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✸❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✺✳✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✺✳✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ é✈♦❧✉é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✺
✻✳✶ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✻✳✷ ❇✐❧❛♥ ❝r✐t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✻✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
✻✳✸✳✶ ▼✐❝r♦✲♥❛♥♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✻✳✸✳✷ ◆❛♥♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
✶✳✶ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ✑é♥❡r❣ét✐q✉❡✑ ❝❛✉s❛❧ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❛t❡❧✐❡r ❞✬❛ss❡♠✲
❜❧❛❣❡✱ ♣✐❧♦té ❡♥ ✢✉① t✐ré✱ ❞❡ tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥ts A✱ B ❡t C ❢♦✉r♥✐s
♣❛r ❧♦ts ❞❡ 50 ✐♥❞✐✈✐❞✉s t♦✉t❡s ❧❡s 100 ♠♥ ❀ ❧❡s ❧♦ts s♦♥t ❞❡❣r♦✉♣és✱
❛ss❡♠❜❧és ♣✉✐s r❡❣r♦✉♣és ♣❛r ❧♦ts ❞❡ 50 ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✶✳✷ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉ r♦❜♦t à ♠✐❝r♦♠♦t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡ ✭✻✹ ♠♠
✭❧♦♥❣✉❡✉r✮ × ✸✽ ♠♠ ✭❧❛r❣❡✉r✮ × ✷✵ ♠♠ ✭❤❛✉t❡✉r✮✱ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞✉
r♦❜♦t à ♠✐❝r♦♠♦t❡✉r ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✾✵ ♠♠ ✭❞✐❛♠ètr❡✮ × ✶✷✵ ♠♠
✭❤❛✉t❡✉r✮✱ ❞r♦✐t❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✶✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ✸❉ à ré❛❧✐s❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✶✳✹ ❚✉♠❡✉rs ❜é♥✐❣♥❡s ❞❡s ❝♦r❞❡s ✈♦❝❛❧❡s ❬✐♠❛❣❡s ✑µ❘❆▲P✏❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✺ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ♣❛r stéré♦s❝♦♣✐❡ ✭❤❛✉t✮ ❡t ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡t✲
t❡té ✭❜❛s✮ ❞❡ ❞❡✉① s❝è♥❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦✐❣ts ❞❡ ♣✐♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✻ ❆ss❡♠❜❧❛❣❡ ✜♥❛❧ ♦❜t❡♥✉ ✿ ✺ ♣✐è❝❡s ❞❡ ✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠
s✉r ✸ ♥✐✈❡❛✉①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✶✳✼ ▲❛ ré♣❛rt✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦♥t❡♥✉✱ ♥✐✈❡❛✉ ❡t t②♣❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✶ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
s♦♥ r❛②♦♥ ✭❞✬❛♣rès ❬✶✽✻❪✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✷✳✷ ▼é♥✐sq✉❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ♣❧❛♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✸ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ♣✐♥❝❡ à ❝♦♥t❛❝t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✷✳✹ ➱❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡ ♣♦✉ss❛♥t ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ✸✹
✷✳✺ ❯♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ❝♦♥s✐❞éré ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s②stè♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✸✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡r✐❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥ ✭▼❊❇ ✿ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❚❊▼ ✿ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥✱ ❚❆P ✿ s♦♥❞❡ ❛t♦♠✐q✉❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡✮✱ ❞✬❛♣rès ❬✶✽✽❪✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✸✳✷ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✸ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡
❞✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✸✳✹ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✿ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ✸❉
♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ♥❡t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✈
✈✐
✸✳✺ ■♠❛❣❡s ❞✬✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ♣❛r ✉♥ ✈✐❞é♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❧❡s ♣✐è❝❡s ♠❡✲
s✉r❡♥t ✹✵✵ µ♠ ① ✹✵✵ µ♠ ♣♦✉r ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ✶✵✵ µ♠ ✿ ❣r❛♥❞✐s✲
s❡♠❡♥t ✸× ✭❣❛✉❝❤❡✮✱ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✼× ✭❞r♦✐t❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✻ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛
❝✐❜❧❡ ✿ ♣✐è❝❡ ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ❡t é❝❧❛✐r❛❣❡ é♣✐s❝♦♣✐q✉❡ ❛①✐❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✼ ❙éq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ✿ ♣✐è❝❡ ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ❡t é❝❧❛✐r❛❣❡
é♣✐s❝♦♣✐q✉❡ ❛①✐❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✽ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✲ ♠❛t✐èr❡ ❬❞✬❛♣rès ❬✶✽✽❪❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✸✳✾ ▲❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡
❬❞✬❛♣rès ❬✶✽✽❪❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✸✳✶✵ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s à ✺✵✵✵×
♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❏❙▼ ✽✷✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✸✳✶✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ✿ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣✐❝ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧❡
s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s X ❡t Y ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✶✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❧✬❛❣r❛♥❞✐sss❡♠❡♥t
♣♦✉r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ à ✜❧❛♠❡♥t ❞❡ t✉♥❣stè♥❡ ✭❏❡♦❧ ❏❙▼ ✽✷✵✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✸✳✶✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ✈✐❞é♦✲♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✿ (C,Xc, Yc, Zc) ❡st
❧❡ r❡♣èr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❀ (O, x, y) ❡st ❧❡ r❡♣èr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬✐♠❛❣❡✳ ✺✽
✸✳✶✹ ▲❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❙❆▼▼■ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ✭▲❡✐❝❛✮✱ ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é
❧❛tér❛❧❡♠❡♥t ✭◆❛✈✐t❛r✮✱ ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r✱ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❡t ✉♥❡
♣✐♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✸✳✶✺ ▼✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ✶✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ✿ ♠✐r❡ ré❡❧❧❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮✱
♠✐r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ✭❞r♦✐t❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✸✳✶✻ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✸✳✶✼ ●é♦♠étr✐❡ é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ✿ ❞❡✉① ❝❛♠ér❛s ♦❜s❡r✈❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t P ❀ p
❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ P ❞❛♥s ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❣❛✉❝❤❡ ❡t p′ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞❡ P
❞❛♥s ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❞r♦✐t❡ ❀ A ❡st ❧✬❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣❧❛♥ π
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✸✳✶✽ ●é♦♠étr✐❡ tr✐❢♦❝❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✸✳✶✾ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❍❛rr✐s ✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t ❝♦♥st✐t✉❛♥t
❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥térêt✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✸✳✷✵ ❙❝❤é♠❛ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✏❍❛rr✐s s✐♠✲
♣❧❡①❡✏ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞ét❡❝tés N∗p s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ ✐♠❛❣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t t❡①t✉ré❡ I✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✸✳✷✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ❢❡♥êtr❡s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡
✭2✮ ❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ✭➒✱ ❈❤❛✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧❛ ❞✐t❡ ❢❡♥êtr❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✸✳✷✷ ▼♦♥t❛❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❚■▼▼ ✹✵✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✸✳✷✸ ❚r♦✐s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐r❡ ❞❡ ✸✵✵ µ♠ s✉r tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✈✐✐
✸✳✷✹ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ✿ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❡t ✭❝✮ ❧❡s
❝♦✉♣❧❡s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❀ ✭❞✮ ❧❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t
❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✹✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ✿ 2 ✿ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❀ ➒ ✿ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ❉❛✉✲
❜❡❝❤✐❡s ❀ Ö ✿ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ❍❛❛r ❀ ✰ ✿ ❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té ✿ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ✈❛✲
❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✱ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r
❡t ❛♣rès ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✹✳✸ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛①❡s ❢❛❝t♦r✐❡❧s ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❀
à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✹✳✹ ❉❡s ✈✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❧❛ r❡❝♦♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ ✸❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✹✳✺ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✹✳✻ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❞❡s ❡♠❜♦✉ts ❞❡ ♣✐♥❝❡ ✿ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡s ❛①❡s x✱ y ❡t z
s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✸✳✹✺ µ♠✱ ✸✳✹✺ µ♠ ❡t ✶✵ µ♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✹✳✼ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ ✭El✮ ❡t ❞✬❛③✐♠✉t ✭Az✮ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡✳ ✽✾
✹✳✽ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ❡t ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ❡♠❜♦✉ts ❞❡ ♣✐♥❝❡ ✿ ❞♦✐❣t ❣❛✉❝❤❡ ✭El
❂ ✷✺➦✱ Az ❂ ✻✾➦✮ ❀ ❞♦✐❣t ❞r♦✐t❡ ✭El ❂ ✸✶➦✱ Az ❂ ✶✶✶➦✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✹✳✾ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦✐❣ts ❞❡ ♣✐♥❝❡ ❛❧✐❣♥és ✭❤❛✉t✮ ❡t ♥♦♥ ❛❧✐❣♥és ✭❜❛s✮✳ ✳ ✾✵
✹✳✶✵ P❛♥♦r❛♠❛ ❞❡ ✶✸✶✺ × ✾✽✻ ♣✐①❡❧s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♠♦s❛ïq✉❛❣❡ ❞❡ 4 × 4
✐♠❛❣❡s ❞❡ ✻✹✵ × ✹✽✵ ♣✐①❡❧s ❀ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ❡st ❞❡ ✶✶✳✶✼ ♠♠ ×
✽✳✸✼ ♠♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✹✳✶✶ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧✳ R1✱ R2✱ R3✱
R4 ❡t Rs s♦♥t ❧❡s r❡♣èr❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❞r♦✐t❡✱
✈✐rt✉❡❧✱ ✉♥ ♦❜❥❡t ❡t ❧❛ s❝è♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✹✳✶✷ ❆ ❞r♦✐t❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❡♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❝❧❛✐r✱ à ❣❛✉❝❤❡ ❧❡
tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡ α
✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✵➦ à ✽✵➦ ✿ ❧❛ r♦✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
❞♦✐❣ts ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✹✳✶✸ ❊♥ ❤❛✉t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠✱ ❡♥ ❜❛s ❧❡ tr❛♥s❢❡rt
❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡ α ✈❛r✐❛♥t ❞❡
✵➦ à ✽✵➦ ✿ ❧❛ ♣✐è❝❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡s ❞❡✉① ❞♦✐❣ts ❞❡
❧❛ ♣✐♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✹✳✶✹ ▲❡ s❝❤é♠❛✲❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✳ ✾✼
✹✳✶✺ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣✐è❝❡ ✿ ✭❛✮ ❧❡s ✈✉❡s ✐♥✐✲
t✐❛❧❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❡t ré❡❧❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❀ ✭❜✮ ❧❡s ✈✉❡s ✜♥❛❧❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡
❡t ré❡❧❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✶✻ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣✐è❝❡ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞✬✐tér❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✺✳✶ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✈✐✐✐
✺✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ✿ ❝✐❜❧❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s
✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣r✐s♠❛t✐q✉❡s ✭à ❞r♦✐t❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✺✳✸ ❍②♣♦t❤ès❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✉ s✉✐✈✐ ❞✉ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✺✳✹ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✺✳✺ P❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠✐❝r♦✲♠♦t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ✉❧tr❛✲
s♦♥♦r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✺✳✻ ▲❡ s✐❣♥❛❧ s(x) ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✺✳✼ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s(x)✳ ✳ ✶✶✵
✺✳✽ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s(x)✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✺✳✾ ▲❡s ❞r♦✐t❡s ♠é❞✐❛♥❡s ❞❡s ❞❡✉① rés❡❛✉① ✐♠♣r✐♠é❡s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛
❝✐❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✺✳✶✵ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♠✐❝r♦✲♠♦t❡✉r ✉❧tr❛✲s♦♥♦r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✺✳✶✶ ▲❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❝r♦✲♠♦t❡✉r ✿ st✐❝❦✲s❧✐♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✺✳✶✷ ❙❝❤é♠❛✲❜❧♦❝ ❞✉ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✺✳✶✸ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦rr✐❣é❡ ✿ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧✬❡r✲
r❡✉r s♦♥t ✶ µ♠ s❡❧♦♥✱ ❧✬❛①❡ X✱ ✸ µ♠ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ Y ❡t ✵✳✹➦ s❡❧♦♥
❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✺✳✶✹ ❙✉✐✈✐ ✷❉ ❛✈❡❝ ❊❙▼ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✐❧❧✉stré s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❞❡ str✉❝t✉r❡ ✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ❡t ❧❡s ❞♦✐❣ts ❞✬✉♥❡ ♣✐♥❝❡✱
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✺✳✶✺ ❙✉✐✈✐ ✷❉ ❛✈❡❝ ❙■❋❚ ❡t ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ✐❧❧✉stré s✉r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞✬✉♥❡
✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ✷✺✵ µ♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✺✳✶✻ ❙tr✉❝t✉r❡ ✸❉ à ré❛❧✐s❡r ♣❛r ✐♥s❡rt✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡
✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ± ✶✳✺ µ♠ ♣❛r ❧❡✉rs tr❛♥❝❤é❡s ❞❡ ✶✵✵
µ♠ × ✶✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ± ✶✳✺ µ♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✺✳✶✼ ❘és❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❇ ❛✈❡❝ ❆✳ ✳ ✶✷✹
✺✳✶✽ ❘és❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❆
✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❇ ✭❞r♦✐t❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺
✺✳✶✾ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡ ❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✺✳✷✵ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r Z∗ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té ✿ ❡❧❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣✐❝s ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈és✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✺✳✷✶ ❉❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✺✳✷✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r✐s❡ ✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭à
❞r♦✐t❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾
✺✳✷✸ ◗✉❡❧q✉❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♣✐è❝❡s ✳ ✳ ✶✸✵
✺✳✷✹ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r ✭❣❛✉❝❤❡✮
❡t ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✭❞r♦✐t❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✺✳✷✺ ❉❡s ✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ✜♥❛❧❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✐①
✺✳✷✻ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞✉ ❧â❝❤❡r ✿ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞✬❛❞❤és✐♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥❡♥t
❧❛ ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡ ✭✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠✮ s✉r ❧❡ ❞♦✐❣t ❞❡ ❧❛
♣✐♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✺✳✷✼ ❆ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❝✐♥q ♣✐è❝❡s s✉r tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸
✻✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡s ✉s✐♥é❡s ❛✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬✐♦♥s ❡t ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣❛r ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✱
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❬❞♦❝✉♠❡♥t ❈❛r❧ ❩❡✐ss❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✻✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡s ❡♥ ❝❤r♦♠❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ♣✉❧✈ér✐s❛t✐♦♥✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥
♣♦❧✐ss❛❣❡ ❬❞♦❝✉♠❡♥t ◆✐❝♦❧❛s ▼❛rt✐♥ ❞❡ ❋❊▼❚❖✲❙❚✴▼◆✷❙❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✻✳✸ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛♥❣❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✿ ✭❛✮ ♦♥❞❡s
❛❝♦✉st✐q✉❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡s✱ ✭❜✮ ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❬✼✷❪✳ ✳ ✶✹✵
✻✳✹ ❙tr✉❝t✉r❡s ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ❞❡ ✻ µ♠ ✭❧♦♥❣✉❡✉r✮ × ✻ µ♠ ✭❧❛r❣❡✉r✮ × ✷
µ♠ ✭é♣❛✐ss❡✉r✮ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❡①tr❛✐t❡s ❡t ❛ss❡♠❜❧é❡s ♣❛r ✐♥s❡rt✐♦♥ ✳ ✳ ✶✹✵
✻✳✺ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡♥ ♣❤♦s♣❤✉r❡ ❞✬✐♥❞✐✉♠ ✭■♥P✮ ❞❡ ✷✵ µ♠ ✭❧♦♥❣✉❡✉r✮ × ✶✳✺
µ♠ ✭❤❛✉t❡✉r✮ × ✷✵✵ ♥♠ ✭é♣❛✐ss❡✉r✮ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❡①tr❛✐t❡ ❡t ❛ss❡♠✲
❜❧é❡ ♣❛r s♦✉❞❛❣❡ ❬❞♦❝✉♠❡♥t ❘❡♠② ❇r❛✐✈❡ ❞✉ ▲P◆✲▼❛r❝♦✉ss✐s❪✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✻✳✻ ▲❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉t✉r❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦
✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❙②♥t❤ès❡ ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés
✶✳✶ ❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ✈✐t❛❡
✶✳✶✳✶ ❊t❛t ❝✐✈✐❧
✹✻ ❛♥s✱ ♥❛t✐♦♥❛❧✐té ❢r❛♥ç❛✐s❡✱ ♠❛r✐é✱ tr♦✐s ❡♥❢❛♥ts
✶✳✶✳✷ P❛r❝♦✉rs ❛❝❛❞é♠✐q✉❡
✕ ❇❛❝❝❛❧❛✉ré❛t sér✐❡ ❊✱ ▲②❝é❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❇❛♠❛❦♦✱ ✶✾✽✹✳
✕ ❉❊❯● ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ♦♣t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡
❈♦♠té✱ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ✶✾✽✻✳
✕ ▲✐❝❡♥❝❡ ❞✬❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❊❧❡❝tr♦t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡
❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té✱ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ✶✾✽✼✳
✕ ▼❛îtr✐s❡ ❞✬❊❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❊❧❡❝tr♦t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡
❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té✱ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ✶✾✽✽✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡♥t✐♦♥ ✏❆ss❡③ ❜✐❡♥✏✳
✕ ❉❊❆ s♣é❝✐❛❧✐té ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❘♦❜♦t✐q✉❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡
❈♦♠té✱ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ✶✾✽✾✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡♥t✐♦♥ ✑❆ss❡③ ❜✐❡♥✏✳
✕ ❉♦❝t♦r❛t s♣é❝✐❛❧✐té ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡
❈♦♠té✱ ✶✾✾✸✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡♥t✐♦♥ ✑très ❤♦♥♦r❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❢é❧✐❝✐t❛t✐♦♥s✏✳
✶✳✶✳✸ P❛r❝♦✉rs ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧
✕ ❊♥s❡✐❣♥❛♥t ❛✉①✐❧❧✐❛✐r❡✱ ▲②❝é❡ Pr♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧✱ ●r❛♥❞ ❈❤❛r♠♦♥t ✭✷✺✮✱ ❞❡
✶✾✽✽ à ✶✾✽✾ ✿ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❡t ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❛♥s
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❇❊P ✶ ❡♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳
✕ ❊♥s❡✐❣♥❛♥t ✈❛❝❛t❛✐r❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té✱ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ❞❡ ✶✾✾✵ à
✶✾✾✶ ✿ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❞❡ ❧❛ 61e s❡❝t✐♦♥✳
✕ ❆❚❊❘✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té✱ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ❞❡ ✶✾✾✶ à ✶✾✾✷ ❡t ❞❡ ✶✾✾✸
à ✶✾✾✹ ✿ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ❞❡ ❧❛ 61e s❡❝t✐♦♥✳
✶✳ ❇r❡✈❡t ❞✬❊t✉❞❡s Pr♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡s
✶
✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶
✕ P♦st✲❞♦❝t♦r❛t✱ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ❞❡ ✶✾✾✹ à ✶✾✾✺ ✿
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✳
✕ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té✱ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ❞❡ ✶✾✾✺
à ✷✵✵✽ ✿ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ 61e s❡❝t✐♦♥✳
✕ ❈♦♥s✉❧t❛♥t✱ ●✉❛❞❡❧♦✉♣❡ ❡t ▼❛rt✐♥✐q✉❡✱ ❞❡ ✷✵✵✽ à ✷✵✶✵✱ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ♣r✐s❡
❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ✿ ♣r❡st❛t✐♦♥s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳
✕ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té✱ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ❞❡♣✉✐s
✷✵✶✵ ✿ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ 61e s❡❝t✐♦♥✳
✶✳✶✳✹ ❋❛✐ts ♠❛rq✉❛♥ts
✕ ❚❤ès❡s s♦✉t❡♥✉❡s ✿ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐ ❡♥ ✷✵✵✸✱ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt ❡♥ ✷✵✵✼✱ ❇r❛❤✐♠
❚❛♠❛❞❛③t❡ ❡♥ ✷✵✵✾
✕ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ré❝r✉t❡♠❡♥t ✿ ✶✶ r❡✈✉❡s✱ ✸ ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❧✐✈r❡s✱ ✸✵
❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s✳
✕ ❉✐st✐♥❝t✐♦♥ ✿ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡ s✉r ❧❡ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❛ été
❝♦♥s❛❝ré❡ ♣r✐① ✷✵✶✵ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ t❤ès❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❝♦♠té✱
s❡❝♦♥❞ ♣r✐① ✷✵✶✵ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ t❤ès❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ❞✉ ●❉❘ ❘♦❜♦t✐q✉❡✳
✕ Pr♦❥❡ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿ ✸ ♣r♦❥❡ts ❡✉r♦♣é❡♥s✱ ✷ ♣r♦❥❡ts ❆◆❘✱ ✼ ♣r♦❥❡ts
ré❣✐♦♥❛✉①✳
✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛♣✐❡rs ✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣t♦♠❡❝❤❛tr♦♥✐❝s✱ ■❊❊❊
❘❖❇■❖ ✷✵✶✷✱ ■❊❊❊ ■❈❘❆ ✷✵✶✷✳
✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡ts ✿ ❆◆❘ ❊♠❡r❣❡♥❝❡✳
✶✳✷ ❚r❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ✸
✶✳✷ ❚r❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❝❡s tr❛✈❛✉① ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ❛✉✲
❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❆❙✷▼ ❞❡ ❧✬✐♥st✐t✉t ❋❊▼❚❖✲❙❚✳ ■❧s r❡❧❡✈❛✐❡♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❞❡ ❜✐❡♥s ❡t tr❛✐t❛✐❡♥t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✏é♥❡r❣ét✐q✉❡✑ ❞❡s ✢✉① ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❏✉sq✉✬❛❧♦rs✱ ❝❡✉①✲❝✐ ét❛✐❡♥t
♠♦❞é❧✐sés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❘és❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❡t ❞❡ ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❡✣✲
❝❛❝❡♠❡♥t ❧✬❛s♣❡❝t t❡♠♣♦r❡❧✳ ▼❛✐s ✐❧s ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉①✱ ❡t ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s t♦✉t❡ ❧❛ ✈❡rt✉
❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❇♦♥❞ ●r❛♣❤s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♠✉❧t✐t❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❧❛ ❢♦✐s q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ❡t q✉❛❧✐t❛t✐❢s✳ ■❧ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❛
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ✐♥t❡r♥❡s ❛✉① s②stè♠❡s q✉✐ s✬❛rt✐❝✉❧❡♥t ❛✉t♦✉r
❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡✱ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ❞✉ st♦❝❦❛❣❡ ❞✬é♥❡r✲
❣✐❡✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ é❝❤❛♥❣é❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❡st ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✱ s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧
❝♦♥s✐❞éré✱ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é❝❤❛♥❣é❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs
❞❡s❝r✐♣t✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❛❧❡s ✿ t❡♥s✐♦♥ ❡t ❝♦✉r❛♥t✱ ❢♦r❝❡ ❡t
✈✐t❡ss❡✱ ✳✳✳
◆♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✏❧✬é♥❡r❣✐❡✑ ❡t ❧❛ ✏♣✉✐ss❛♥❝❡✑ é❝❤❛♥❣é❡s
❡♥tr❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❞é❜✐t Q(t) ✭❡♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✮ ❡t ♣❛r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ V (t) ✭❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s tr❛♥s♣♦r✲
tés✮✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉❛❧❡s ét❛♥t ❧✬❡✛❡❝t✐❢ ♠♦②❡♥M(t) ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡t ❧❡✉r ❢réq✉❡♥❝❡
♠♦②❡♥♥❡ F (t) ✿
Q(t) = M(t).F (t) V (t) =
∫ t
0
Q(s) ds ✭✶✳✶✮
■❧ ❡♥ ❛ rés✉❧té ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✏é♥❡r❣ét✐q✉❡s✑ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐èr❡✱ s♦✉r❝❡ S✱ ♣✉✐ts P ✱ st♦❝❦ Σ✱ rés✐st❛♥❝❡
R✱ tr❛♥s❢♦r♠❛t❡✉r TF ✱ ❣②r❛t❡✉r GY ✱ ❛ss♦rt✐❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❞❡s
❝❛✉s❛❧✐tés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ✑é♥❡r❣ét✐q✉❡s✑ ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ✉t✐❧❡s ❛✉ss✐
❜✐❡♥ ❡♥ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ q✉✬❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❝❛r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ très
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠❛♥✲
q✉❛♥t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳
◆♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♦♥t tr♦✉✈é ❞❡s ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r ●❡✲
r❛r❞ ▼♦r❡❧ ❛✉ ❈❘❆◆ ✷✲◆❛♥❝②✱ ❡t ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ r❡✈✉❡ ✿❬✶❪ ❀
✕ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✿❬✷❪✱ ❬✸❪✱❬✹❪✱ ❬✺❪✱ ❬✻❪ ❀
✕ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✿❬✽❪✱ ❬✼❪✳
✷✳ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ◆❛♥❝②
✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ✑é♥❡r❣ét✐q✉❡✑ ❝❛✉s❛❧ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❛t❡❧✐❡r ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱ ♣✐❧♦té
❡♥ ✢✉① t✐ré✱ ❞❡ tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥ts A✱ B ❡t C ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧♦ts ❞❡ 50 ✐♥❞✐✈✐❞✉s t♦✉t❡s ❧❡s
100 ♠♥ ❀ ❧❡s ❧♦ts s♦♥t ❞❡❣r♦✉♣és✱ ❛ss❡♠❜❧és ♣✉✐s r❡❣r♦✉♣és ♣❛r ❧♦ts ❞❡ 50 ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳
✶✳✸ ❚r❛✈❛✉① ♣♦st t❤ès❡
✶✳✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés r❡❧è✈❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
✏♠✐❝r♦✲♥❛♥♦✲r♦❜♦t✐q✉❡✑ ❝✐❜❧❛♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡
❞❛♥s ❧❡s s❡❝t❡✉rs s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❤♦♥♦♠✐❝r♦❝❤✐r✉r✲
❣✐❡ ❧❛s❡r ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ❝❤✐r✉r❣✐❝❛❧✳ ▲❡s ❞é✜s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t
❞❡ tr♦✐s ♦r❞r❡s ✿
✕ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛s✲
s❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦✲♠étr✐q✉❡s ✭♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦♠✲
♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✺✵✵ µ♠ ❡t ✺✵ µ♠✮ ❀
✕ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡t ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ❛rt✐✜✲
❝✐❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❀
✕ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡s ❡t ♣ré❝✐s❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠✐❝r♦✲
♥❛♥♦✲r♦❜♦ts✳
❉❡✉① ❣r❛♥❞❡s t❤é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ét✉❞✐é❡s✳
✶✳✸ ❚r❛✈❛✉① ♣♦st t❤ès❡ ✺
✲ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦ r♦❜♦t✐q✉❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛✈❡❝
❝♦♠♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝✐❜❧❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢✉t✉r❡s ✉s✐♥❡s✲s✉r✲t❛❜❧❡
✭é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✑♠✐❝r♦✲✉s✐♥❡s✑✮✱ ♣❛r ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❞❡ r♦❜♦ts ♠♦❜✐❧❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ét❛✐t
q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s r♦❜♦ts ♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❧❡s ❞♦t❡r q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♣❡r❝❡♣✲
t✐✈❡ à ♣♦rté❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❧✐♠✐té❡✳ ▼❛✐s✱ ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✭✐♥tr❛ ❡t ❡①tr❛✮ ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ é♠❡r❣❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐❢ ✏✐♥t❡❧❧✐✲
❣❡♥t✑✳ ▲✬✐❞é❡ ♣ré✜❣✉r❛✐t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❛❝t✉❡❧s s✉r ❧❡s ✑s♠❛rt s✉r❢❛❝❡s✏ ✸✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❛ ✈✐t❡ ♠♦♥tré ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r♦❜♦ts
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r♦❜♦t ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
❧❛ ❝❤❛r❣❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞♦♥t
❧❡s é♥♦r♠❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✐tés ♥♦✉s ♦♥t ❝♦♥✈❛✐❝✉ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s✉r ❧❛ t❤é✲
♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳
✲ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ✉♥ ❛❝t❡✉r r❡❝♦♥♥✉ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳
▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝✐❜❧é❡ ❡st ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❡♥ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❉❡✲
♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s✱ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ▼❊▼❙ ✹ ré❛❧✐s❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ♣❛r ❡♠♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡
❝♦✉❝❤❡s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ✿ str✉❝t✉r❡s ♦✉ ▼❊▼❙ ♠♦♥♦❧✐t❤✐q✉❡s
❞❡ t②♣❡ ✷❉✳ ▼❛✐s ♦♥ ♣r❡ss❡♥t❛✐t ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣❧✉✲
s✐❡✉rs t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ♠✐❝r♦é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♠✐❝r♦♠é❝❛♥✐q✉❡ ✿ str✉❝t✉r❡s ♦✉
▼❊▼❙ ❤②❜r✐❞❡s✳ ■❧s s♦♥t ❡♥ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ✸❉ ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✷❉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ tr❛✐t❡r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
s♦✉s ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳ ▲❛ ✈✐s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ r❡t♦✉r ✈✐s✉❡❧ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡s ❝✐❜❧❡s
❞é✜♥✐❡s ✭♦❜❥❡ts✱ ♣✐♥❝❡✮✳ ▲✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❣é♥éré❡
♣❛r ❧❡ s✉✐✈✐ ♣♦✉r é❧❛❜♦r❡r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❝✐s❡s✱ ré♣ét❛❜❧❡s ❡t r♦❜✉st❡s✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❞♦♥♥é ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts ❝♦✉r♦♥♥és ♣❛r ❧❡ ♣r✐① ✷✵✶✵
❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ t❤ès❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡
♣r✐① ✷✵✶✵ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ t❤ès❡ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❛ttr✐❜✉é ♣❛r
❧❡ ●❉❘ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❞é❝❡r♥és à ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡ ♣♦✉r s♦♥ tr❛✈❛✐❧ s✉r
❝❡tt❡ t❤é♠❛t✐q✉❡✳
▲❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s s♦♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡s ❡t ❧❛
♣❤♦♥♦♠✐❝r♦❝❤✐r✉r❣✐❡ ❧❛s❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♦t♦r❤✐♥♦❧❛r②♥❣♦❧♦❣✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ❛tt❡✐♥t❡s ❛✉① t✐ss✉s ❞✉ ❧❛r②♥①✱ ❧❡s ❝♦r❞❡s ✈♦❝❛❧❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s♣♦t
s✉r ❧❡s ❝♦r❞❡s ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ❧❡s ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s✳
▲❛ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✳
✸✳ s✉r❢❛❝❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❡t ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❡t ❧❡ tr✐ ❞❡
♣✐è❝❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐str✐❜✉é❡
✹✳ ▼✐❝r♦ ❊❧❡❝tr♦ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠s
✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶
✶✳✸✳✷ ▼✐❝r♦ r♦❜♦t✐q✉❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
▲❛ ♠✐❝r♦ r♦❜♦t✐q✉❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✈✐s❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛r ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❞❡
♠✐❝r♦ r♦❜♦ts ✑é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✏✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❛②❛♥t s❡r✈✐ ❞❡ ✜❧ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r
à ♥♦s tr❛✈❛✉① ❛ été ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❝✐s ♣❛r ♣♦✉ssé❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
à ❞é♣❧❛❝❡r ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♠✐❝r♦ r♦❜♦t ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✳ ▲❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❞❡ ❞❡✉①
♦r❞r❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s r♦❜♦ts✳ ■❧s s♦♥t ❝❛r❛❝✲
tér✐sés ♣❛r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ré❞✉✐t❡ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❛✐s ✐❧s s♦♥t ❞♦tés ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ♣♦✉ssé❡ s✉✣s❛♥t❡✱ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❡①tér♦❝❡♣t✐❢s ❞❡
♣♦rté❡ s✉✣s❛♥t❡✱ ❡t ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ✑❞✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✏ s✉✣s❛♥t✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❧♦✐s ❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ é♠❡r❣❡r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♣❛r ❧❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥tr❛ r♦❜♦ts ✭❡♥tr❡ r♦❜♦ts✮ ❡t ❡①tr❛ r♦❜♦ts ✭❡♥tr❡ r♦❜♦ts ❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥t✮✳
❆ ❧✬é♣♦q✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬éq✉✐♣❡s s✬✐♥tér❡ss❛✐❡♥t à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛✐s ♣❡✉ ❞❡ ré✲
s✉❧t❛t t❛♥❣✐❜❧❡ ét❛✐t ❡♥❝♦r❡ ♦❜t❡♥✉✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❡♥❣❛❣és ♦♥t ♣❡r♠✐s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❡t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ r♦❜♦ts ♠♦❜✐❧❡s ✭à ♠✐♥✐♠♦t❡✉r é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡ ❡t à ♠♥✐♥♦♠♦t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡✱ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣♠❡♥t ❞✬✉♥❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ t②♣❡ st✐♠✉❧✉s✲ré♣♦♥s❡ ❡t ❡♥✜♥ ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t
❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ s♦✉❤❛✐té
♣♦✉r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ r♦❜♦ts✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ tâ❝❤❡ à ré❛❧✐s❡r✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿
✶✳ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐❢ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ str✉❝✲
t✉r❡s s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❡t ❧❡
♠✐❧✐❡✉ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ à ❞é♣❧❛✲
❝❡r✮ ❀
✷✳ ♦♥ é❧✉❝✐❞❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✭❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ♠❛✐♥t✐❡♥ ❡♥ ❧✬ét❛t✮✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐♥q ét✉❞✐❛♥ts ❞❡ ❉❊❆ ❡t ♣❡r♠✐s
❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✿ ❬✸✼❪✱ ❬✸✽❪✱ ❬✸✾❪ ❀
✕ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✿ ❬✹✾❪✱ ❬✺✶❪✱ ❬✺✵❪✳
✶✳✸✳✸ ▼✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡
❈❡tt❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈✐s❡ ✿
✕ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❛♥t ❞❡s ♠✐❝r♦✲r♦❜♦ts éq✉✐♣és ❞❡ ♣✐♥❝❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❡s ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱
✶✳✸ ❚r❛✈❛✉① ♣♦st t❤ès❡ ✼
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉ r♦❜♦t à ♠✐❝r♦♠♦t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ✉❧tr❛s♦♥♦r❡ ✭✻✹ ♠♠ ✭❧♦♥❣✉❡✉r✮
× ✸✽ ♠♠ ✭❧❛r❣❡✉r✮ × ✷✵ ♠♠ ✭❤❛✉t❡✉r✮✱ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ❞✉ r♦❜♦t à ♠✐❝r♦♠♦t❡✉r ♠❛❣♥ét✐q✉❡
✭✾✵ ♠♠ ✭❞✐❛♠ètr❡✮ × ✶✷✵ ♠♠ ✭❤❛✉t❡✉r✮✱ ❞r♦✐t❡✮✳
✕ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡t ❧❛ ✈✐s✐♦♥✱
✕ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❝✐s❡s✱ r♦❜✉st❡s ❡t ré♣ét❛❜❧❡s✳
▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛②❛♥t s❡r✈✐ ❞❡ s✉♣♣♦rt ❛✉① tr❛✈❛✉① ❡st ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♣❛r
❧❡✉rs r❛✐♥✉r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ 100µm× 100µm× 100µm± 1.5µm ❞❡ ♣✐è❝❡s ❡♥ s✐❧✐✲
❝✐✉♠ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 400µm× 400µm× 100µm± 1.5µm ✭✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ ▲❛ t♦❧ér❛♥❝❡
❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ✈❛r✐❡ ❛❧♦rs ❡♥tr❡ −3µm ❡t +3µm✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐✲
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ✸❉ à ré❛❧✐s❡r✳
♠❡♥t❛❧ ❛ été ❝♦♥st✐t✉é ❛✈❡❝ ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❣é♥✐❡✉rs ✜♥❛♥❝és ♣❛r ❞❡s ♣r♦❥❡ts✳
■❧ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ❞✐s♣♦sés ❞❛♥s ✉♥❡ ❡♥❝❡✐♥t❡ à ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❝♦♥tr♦❧é s✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❛♥t✐✲✈✐❜r❛t✐♦♥s ✿ ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ✈❡rt✐❝❛✲
❧❡♠❡♥t ✭❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ✵✳✶ à 11×✮✱ ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é
❧❛tér❛❧❡♠❡♥t à ✹✺➦❞❡ ❧❛ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✭❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ✵✳✶ à 7×✮✱ ✉♥❡ t❛❜❧❡ à
✸ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés ✭xyα✮✱ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r à ✷ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭zϕ✮ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡
✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶
♣✐♥❝❡ à ❞❡✉① ❞♦✐❣ts ❛❝t✐❢s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❜❧❛♥❝❤❡✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐s❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✹✵ µ♠✳ ▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✿ ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ✭❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ✶✵ × à ✸✵✵✵✵✵×✮✱ ✉♥❡ t❛❜❧❡
à ✸ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés ✭xyz✮✱ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r à ✸ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭αβz✮ ♠✉♥✐
❞✬✉♥❡ ♣✐♥❝❡ à ❞❡✉① ❞♦✐❣ts ❛✈❡❝ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ❢♦r❝❡✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐s❡ ❧❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞✬✉♥ s♣♦t ❧❛s❡r s✉r ❧❡s t✐ss✉s ❞❡s ❝♦r❞❡s
✈♦❝❛❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✳ ▲❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✿ ❞❡✉① ✜❜r♦s❝♦♣❡s r❡❧✐és
à ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ r❛♣✐❞❡ ❡t ✉♥ ♠✐rr♦✐r ♣✐❧♦té ♣❛r ✉♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♣❛♥✲t✐❧t✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❚✉♠❡✉rs ❜é♥✐❣♥❡s ❞❡s ❝♦r❞❡s ✈♦❝❛❧❡s ❬✐♠❛❣❡s ✑µ❘❆▲P✏❪✳
▲❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❞❡ tr♦✐s ♦r❞r❡s ✿ ✐♠❛❣❡r✐❡✱ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s
❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡✳
■♠❛❣❡r✐❡
❆✈❛♥t ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♣❡✉ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛✈❛✐❡♥t tr❛✐té❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ à ❞❡s ✜♥s ❞❡
♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❤♦r♠✐s ❝❡✉① ❞❡ ❏❛❝q✉❡s ❏❛❝♦t ❡♥ ❙✉✐ss❡ ✭❬✽✸❪✱ ❬✽✾❪✮ ❡t ❝❡✉① ❞❡
❇r❛❞❧❡② ◆❡❧s♦♥✱ à ❧✬é♣♦q✉❡ ❛✉① ❯❙❆ ✭❬✾✹❪✱ ❬✷✵✷❪✱ ❬✾✷❪✱ ❬✶✵✻❪✱ ❬✶✵✷❪✱ ❬✾✾❪✮✳ P❛r r❛♣✲
♣♦rt à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ✭❧❛ ❝❛♠ér❛ ♠✉♥✐❡ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢ st❛♥❞❛r❞✮✱
❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭♦♣t✐q✉❡ ❡t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✮ ❛ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s q✉✐ ✐♠♣♦s❡♥t
❞❡ ré❛❞❛♣t❡r✱ ✈♦✐r❡ ❝ré❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✈✐s✐♦♥✳
▲❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐❞❡♥t✐✜é ❡t tr❛✐té ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ✭♦✉ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✮ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❝❛✲
❧✐❜r❛❣❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧✮ ♦✉ ❝r♦✐sés ❞❡ ❞❡✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✭❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❜✐❢♦❝❛❧ ♦✉ stéré♦s❝♦✲
♣✐q✉❡✮✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ✐♥ ❡①t❡♥s♦ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛
✶✳✸ ❚r❛✈❛✉① ♣♦st t❤ès❡ ✾
❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠✐r❡s
ré❡❧❧❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ♦✉ ❞❡s ♠✐r❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ♦♥t été ♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ❡t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✈❡❝
s✉❝❝ès ❛✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
▲❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s t❤ès❡s ❞❡ ❏✉❧✐❡♥
❇❡rt ❡t ❞❡ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡ ❀ ❝❡✉① s✉r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ♦♥t
❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❆❜❡❞ ▼❛❧t✐✱ ❞❡s ♠❛st❡r ❞❡ ❆❧②❛ss✐♥ ❊❧ ❆②♦✉❝❤
❡t ❆♥❞r❡s ▼❛r✐♥❛✲❉✐❛③✱ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ◆❛r❡s❤ ▼❛rt✉r✐✳ ■❧s ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ ❛✉①
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ r❡✈✉❡ ✿ ❬✶✼❪✱ ❬✶✻❪ ❀
✕ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✿ ❬✹✽❪✱ ❬✸✺❪ ❀
✕ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✿ ❬✻✹❪✳
▲❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ ✜❜r♦s❝♦♣❡ ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❩✐❧❧❡ ❍✉s♥❛✐♥✳
❙②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s
▲❡ ✈❡rr♦✉ ❡st r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ❞❡
♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ♦♣t✐q✉❡s ✿ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✷❉ ❡t ✸❉ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❡t ❞✐✛éré✳ ❊♥ ❞é❤♦rs
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✐♦♠é❞✐❝❛❧❡s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ♣❡✉ ét✉❞✐és✱ ♦r ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
r❡s♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦♠❜r❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s
♦♥t été ♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ✿ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛
♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ♣❛r stéré♦s❝♦♣✐❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✱ s②♥✲
t❤ès❡ ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ à ❧❛r❣❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ♠♦s❛ïq✉❡✮✱ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣❛r tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♣✐①❡❧s ✭tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧✮✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s t❤ès❡s ❞❡ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐✱ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt✱ ❇r❛❤✐♠
❚❛♠❛❞❛③t❡ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❉❊❆✴▼❛st❡r ❡t ❞❡ ♣r♦❥❡ts ❞❡ ✜♥ ❞✬ét✉❞❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉rs✳
■❧s ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ ❛✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ r❡✈✉❡s ✿ ❬✾❪✱ ❬✶✵❪✱ ❬✶✷❪✱ ❬✶✶❪✱ ❬✶✹❪✱ ❬✶✸❪✱ ❬✶✺❪ ❀
✕ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬♦✉✈r❛❣❡s ✿❬✷✵❪✱ ❬✷✶❪ ❀
✕ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s à ❢♦rt ✐♠♣❛❝t ❡t ✇♦r❦s❤♦♣ ✿ ❬✷✷❪✱ ❬✷✹❪✱ ❬✷✸❪✱ ❬✷✺❪✱
❬✷✻❪✱ ❬✷✼❪✱❬✸✵❪✱ ❬✷✾❪✱ ❬✷✽❪✱ ❬✸✷❪✱ ❬✸✶❪✱ ❬✸✸❪ ❀
✕ ❛✉tr❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✿ ❬✹✶❪✱ ❬✹✵❪✱ ❬✹✷❪✱ ❬✹✸❪✱ ❬✹✻❪✱ ❬✹✺❪✱ ❬✻✸❪ ❀
✕ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✿ ❬✺✷❪✱ ❬✺✸❪✱ ❬✺✹❪✱ ❬✺✻❪✱ ❬✺✺❪✱ ❬✹✹❪✱ ❬✺✼❪✱ ❬✺✽❪✱❬✻✵❪✱❬✺✾❪✳
❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ s❛♥s ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭✑❧♦♦❦✲
t❤❡♥✲♠♦✈❡✑✮ ❡st ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✱ ♦r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r s♦♥ ♠❛♥q✉❡
❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉① ❛❧é❛s✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❛✈❡❝
♠♦❞è❧❡ ❡st ♣ré❝✐s✱ r♦❜✉st❡ ❡t ✢❡①✐❜❧❡✳
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✐❞❡♥t✐✜és ❡t tr❛✐tés ♦♥t été ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ♣❛r stéré♦s❝♦♣✐❡ ✭❤❛✉t✮ ❡t ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té
✭❜❛s✮ ❞❡ ❞❡✉① s❝è♥❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦✐❣ts ❞❡ ♣✐♥❝❡✳
✶✳✸ ❚r❛✈❛✉① ♣♦st t❤ès❡ ✶✶
❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❛✈❡❝ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♠✐❝r♦✲
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✐❝r♦✲❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳
▲❡ s✉✐✈✐ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❝✐❜❧❡✱ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✱ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡
❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✉
♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣❡r♠✐s✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③ ✭❝❤❛r❣é
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❈◆❘❙ à ❋❊▼❚❖✲❙❚✮✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❢r❛♥❣❡s✱ à rés♦❧✉t✐♦♥ s✉❜✲♣✐①❡❧❧❛✐r❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ■❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s ❧❛ ✈❛❧✐❞❛✲
t✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❞❡s
❝♦❧❧è❣✉❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ✷❉ ❞❡ ❊③✐♦ ▼❛❧✐s ❞❡
❧✬■❘■❙❆✴▲❆●❆❉■❈✲❘❡♥♥❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥tr❡
❧❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❡t s✉rt♦✉t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ✸❉ ❞✬❊r✐❝ ▼❛r❝❤❛♥❞ ❞✉ ♠ê♠❡ ✐♥st✐t✉t✱
❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❡①tr❛✐t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❈❆❖ ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡s
❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
❯♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✷❉ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ♣✐è❝❡ ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ à ③ér♦ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
✷❉ ❝♦✉r❛♥t❡ s = (x, y)⊤ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✷❉ ❝♦♥s✐❣♥❡ s∗ = (x∗, y∗)⊤ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞é✜♥✐s
s✉r ❧❛ ♣✐è❝❡✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❧♦✐✱ ♠❛✐s ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✸❉✱ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♣rès
♣r✐s❡ ❞❡s ♣✐è❝❡s✱ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ à ③ér♦ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❡♥tr❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✸❉ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡ s = (F t, θu)⊤ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✸❉ ❝♦♥s✐❣♥❡
❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡ s = (F t∗, 0)⊤ ♦ù F t ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t θu ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t♦rs❡✉r ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ (✈, ω)⊤
❞✉ r♦❜♦t ✐♠♣❧✐q✉é ✭t❛❜❧❡ ♦✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✮ ❡st ❛❧♦rs ✿
(
✈
ω
)
= −λL+(s− s∗) ✭✶✳✷✮
❛✈❡❝ L+ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t λ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉r ♥♦tr❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♦♥t été ✿
✕ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✿ ❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✸✳✺µ♠✱ ❡rr❡✉r ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ 0.3× 10−2 r❛❞✐❛♥ ❀
✕ r♦❜✉st❡ss❡ ✿ r♦❜✉st❡ ❛✉① ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡s ♣✐è❝❡s ❀
✕ ✈✐t❡ss❡ ✿ ✶✺ ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ❡♥tr❛î♥é✳
✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❈❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t t♦✉t à ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ré❛❧✐sés✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻ ♠♦♥tr❡
❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❡st ✿ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡ ✦✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❆ss❡♠❜❧❛❣❡ ✜♥❛❧ ♦❜t❡♥✉ ✿ ✺ ♣✐è❝❡s ❞❡ ✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ s✉r ✸
♥✐✈❡❛✉①✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❉❊❆✴▼❛st❡r ❡t ❞❡ ♣r♦❥❡ts ❞❡ ✜♥ ❞✬ét✉❞❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉rs✳ ■❧s s❡ ♣♦✉rs✉✐✈❡♥t ❛✈❡❝
❧❡s t❤ès❡s ❞❡ ◆❛r❡s❤ ▼❛rt✉r✐ ❡t ❩✐❧❧❡ ❍✉s♥❛✐♥✳ ■❧s ♦♥t ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ ❛✉① ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ r❡✈✉❡s ✿❬✶✷❪✱ ❬✶✶❪✱ ❬✶✹❪✱ ❬✶✸❪✱ ❬✶✺❪✱ ❬✶✽❪ ❀
✕ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s à ❢♦rt ✐♠♣❛❝t ❡t ✇♦r❦s❤♦♣s ✿ ❬✸✵❪✱ ❬✸✷❪✱ ❬✸✶❪✱ ❬✸✸❪✱
❬✸✹❪✱ ❬✸✻❪ ❀
✕ ❛✉tr❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✿❬✹✼❪ ❀
✕ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ✿ ❬✻✷❪✱ ❬✻✶❪✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❡❢ ❧❛ s♦❝✐été P❡r❝✐♣✐♦ ❘♦❜♦t✐❝s✱ s♣✐♥✲♦✛ ❞✉
❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❆❙✷▼✱ q✉✐ ❛ ❞é❥à ré❛❧✐sé ✉♥ ♣r♦❥❡t ♠❛t✉r❛t✐♦♥ s✉r ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❖❙❊❖
❡♥ ✷✵✶✵ ♣♦rté ♣❛r ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣r♦❥❡t ❥❡✉♥❡
❖❙❊❖ ❡♥ ✷✵✵✼ ♣♦rté ♣❛r ▲❛✉r❡♥t ▲❡❜♦❝q ❛❧♦rs ét✉❞✐❛♥t ❡♥ ♠❛st❡r✳
✶✳✹ ■♥s❡rt✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
✶✳✹✳✶ ❆♥✐♠❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐♣❡
✲ ❉❡ ✶✾✾✺ à ✶✾✾✽✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥✐♠é ❧✬éq✉✐♣❡ ✏▼✐❝r♦r♦❜♦t✐q✉❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✑ ❞✉ ▲❆❇
❞♦♥t ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♦♥t été ❡①♣♦sé❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲✬éq✉✐♣❡ ❛ ❝♦♠♣♦rté ❥✉sq✉✬à
✶✳✹ ■♥s❡rt✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✶✸
tr♦✐s ♠❛îtr❡s ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ tr♦✐s ❞♦❝t♦r❛♥ts ✭② ❝♦♠♣r✐s ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✈❛s✲
s❛r❞ ❞♦♥t ❥✬❛ss✉r❛✐s ❧❡ ❝♦✲❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t✮✱ ❞❡✉① ✐♥❣é♥✐❡✉rs à ♠✐✲t❡♠♣s✳
P❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❧❡ ▲❆❇ ❛ ♠✐s s✉r ♣✐❡❞ ❧❡ ♣ô❧❡ ✏▼✐❝r♦r♦❜♦t✐q✉❡ ❡t ♠✐✲
❝r♦s②stè♠❡s✑ ❞❡ ❧✬❛①❡ ✏▼❛❝❤✐♥❡s ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s✑ ❞✉ ❈◆❘❙✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt✐❝✐♣é
❛❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ré✉♥✐♦♥s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❡ ♣ô❧❡✳
❊❧❧❡s ♦♥t ❛❜♦✉t✐ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❥❡t ✏▼✐❝r♦r♦❜♦t✐q✉❡ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡✑ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝✐♥q
❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❢r❛♥ç❛✐s ✭▲❆❇✱ ▲❘P ✺✱ ❈❘❆◆ ✻✱ ❈❘■ ✼✱ ●❘❆❈❙❨ ❆♠✐❡♥s✮ ❡t ❞✬✉♥ ❧❛✲
❜♦r❛t♦✐r❡ s✉✐ss❡ ✭■■■❆ ✽✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥✐♠é ❝❡ ♣r♦❥❡t ❛✈❡❝ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❉✉❤❛✉t ❞✉
▲❘P ❡t ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ▼ü❧❧❡r ❞❡ ■■■❆✱ ❥✉sq✉✬à s❛ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✶✾✾✽✳
✶✳✹✳✷ ❈♦♦♣ér❛t✐♦♥s
✲ P❛tr✐❝❡ ▲❡ ▼♦❛❧✱ ❝❤❛r❣é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞✉ ❈◆❘❙ à ❋❊▼❚❖✲❙❚ ✭✶✾✾✺✲✷✵✵✸✮ ✿
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♠✐❝r♦♠♦t❡✉r ✉❧tr❛s♦♥♦r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐✳
✲ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③ ❝❤❛r❣é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞✉ ❈◆❘❙ à ❋❊▼❚❖✲❙❚ ✭✶✾✾✽✲✷✵✵✼✮ ✿
s✉✐✈✐ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ♠♦t✐❢ à ❢r❛♥❣❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡
❘❛✈❛ss❛r❞✳
✲ ❊r✐❝ ▼❛r❝❤❛♥❞ ❞❡ ■❘■❙❆✴▲❆●❆❉■❈ ❘❡♥♥❡s ✭❞❡♣✉✐s ✷✵✵✽✮ ✿ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉
s✉✐✈✐ ✸❉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❈❆❖ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦✲
♣✐q✉❡ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s à ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ✸❉✱ t❤ès❡ ❞❡ ❇r❛❤✐♠
❚❛♠❛❞❛③t❡ ❡t t❤ès❡ ❡♥ ❝♦✲❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ♣ré✈✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ P✷◆ ◆❆◆❖✲
❘❖❇❯❙❚✳
✲ ❈❧❛✐r❡ ❆r♥♦✉❧t ❞✉ ❈❘P ❍❡♥r✐ ❚✉❞♦r ▲✉①❡♠❜♦✉r❣ ✭✷✵✶✶✮ ✿ ❝❛❧✐❜r❛❣❡ ❞✉ ▼❊❇
✜♥❛♥❝é ♣❛r ✉♥ ♣r♦❥❡t ❇◗❘ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té✳
✶✳✹✳✸ ❈♦♥tr❛ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❧♦❝❛❧
✲ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❧❛t❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♥❛♥♦♠étré❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠✐❝r♦t❡❝❤♥♦❧♦✲
❣✐❡s ✭✶✾✾✾✮
❈❡ ♣r♦❥❡t ❛ été ♣r♦♣♦sé ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③ ❡t ✜♥❛♥❝é ♣❛r ❧✬■▼❋❈
à ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ✺✵ ❑❋✳ ■❧ ♣♦rt❛✐t s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐✳
✺✳ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❘♦❜♦t✐q✉❡ ❞❡ P❛r✐s
✻✳ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❆✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ◆❛♥❝②
✼✳ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ▲❛ ❘♦❝❤❡❧❧❡
✽✳ ■♥st✐t✉t ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ❞✬■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆❡✉❝❤ât❡❧
✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶
✲ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦r♦❜♦t ✈♦❧❛♥t ✭✷✵✵✶✮
❈❡ ♣r♦❥❡t ❛ ❜é♥é✜❝✐é ❞✬✉♥ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬■▼❋❈ à ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ✷✺ ❑❋ ❡t ♣♦rt❛✐t
s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦r♦❜♦t s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞✉ ✈♦❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐❜❡❧❧✉❧❡✳
✲ ❊t✉❞❡ ❞✉ s✐❧✐❝♦♥❡ ❞♦♣é ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✐♦♠é❞✐❝❛❧❡s ✭✷✵✵✶✮✳ ❈❡ ♣r♦❥❡t
q✉✐ ❛ ❜é♥é✜❝✐é ❞✬✉♥ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ■▼❋❈ ❞❡ ✸✺ ❑❋ ❡t ❞✉ s♦✉t✐❡♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
s♦❝✐été ❙t❛t✐❝❡ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ❝♦♥s✐st❛✐t à ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❤é♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❜✐♦❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞✉ s✐❧✐❝♦♥❡ ❞♦♣é à ❧❛ ❧✐♠❛✐❧❧❡ ❞❡ ❢❡r✳
✲ ▼✐❝r♦❝❛♠ér❛ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✭✷✵✵✷✮
❈❡ ♣r♦❥❡t ❛ été ❞é♣♦sé ❛✈❡❝ ▼✐❝❤❡❧ ❙♣❛❥❡r ❞✉ ▲❖P▼❉ ❡t ❛ ❜é♥é✜❝✐é ❞✬✉♥ ✜♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t ■▼❋❈ ❞❡ ✺ ❑❊ ❡t ❝♦♥s✐st❛✐t à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♠❛❣❡✉r à ♣❧✉s✐❡✉rs têt❡s
❞é♣♦rté❡s r❡❧✐é❡s à ✉♥ s❡✉❧ ❝❛♣t❡✉r ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ t②♣❡ ❈❈❉✳
✲ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t♠❡s ❞❡ r❡♥❞✉ ✭✷✵✵✼✮
❈❡ ♣r♦❥❡t ❛ ❜é♥é✜❝✐é ❞✬✉♥ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❖❙❊❖✲❆◆❱❆❘✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❥❡t ✏❏❡✉✲
♥❡✑ à ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ✷✳✷ ❑❊✉r♦s✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♣♦rt❡✉r ▲❛✉r❡♥t ▲❡❜♦❝q✱ é❧è✈❡ ✐♥❣é♥✐❡✉r
❊◆❙▼▼ ❡t ❛ ❝♦♥s✐sté à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❋P●❆ à ❝♦❡✉r ❉❙P✱ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡♥❞✉ ♣❛r tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt✳
✲ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t♠❡s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛❣r❡ ✭✷✵✶✶✮
❈❡ ♣r♦❥❡t ❛ ❜é♥é✜❝✐é ❞✬✉♥ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ ❇◗❘ à
❤❛✉t❡✉r ❞❡ ✶✵ ❑❊✉r♦s ❛✈❡❝ ❈❧❛✐r❡ ❆r♥♦✉❧t ❞✉ ❈❘❚ ❍❡♥r✐ ❚✉❞♦r ❡t ❞❡ ▲❛✉r❡♥t
P❤✐❧✐♣♣❡ ❞✉ ▲■❋❈
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥❛t✐♦♥❛❧
✲ P❘✐♥❝✐♣❡ ❡t ❖✉t✐❧s ◆❖✉✈❡❛✉① ♣♦✉r ❧❡ ▼■❝r♦❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❆✉t♦♠❛t✐sé ✭❆◆❘ ❇❧❛♥❝
P❘❖◆❖▼■❆✱ ✷✵✵✻✲✷✵✵✽✮
❈❡ ♣r♦❥❡t q✉✐ ❛ ré✉♥✐ ❧❡ ▲❆❇ ❡t ■❙■❘ ✾ ❛ ❜é♥é✜❝✐é ❞✬✉♥ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❆◆❘
✭♣r♦❥❡t ❜❧❛♥❝✮ à ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ✸✵✵ ❑❊✱ ❡t ❛ ♣♦rté s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❝r♦❛s✲
s❡♠❜❧❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐sé ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ❞❡ ✹✵ µ♠ ① ✹✵ µ♠ ① ✶✵ µ♠ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❧✐q✉✐❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ✇♦r❦✲♣❛❝❦❛❣❡ tr❛✐t❛♥t
❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥✳
✲ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡ts ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ r♦❜♦t✐sé❡ s♦✉s ❡♥✲
✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ✭❆◆❘ P✷◆ ◆❆◆❖❘❖❇❯❙❚✱
✷✵✶✶✲✷✵✶✺✮
▲❡ ♣r♦❥❡t ◆❛♥♦❘♦❜✉st ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①
♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ r♦❜♦t✐sé❡ ❞❡ ♥❛♥♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
✾✳ ■♥st✐t✉t ❞❡s ❙②stè♠❡s ■♥t❡❧❧✐❣❡♥ts ❡t ❞❡ ❘♦❜♦t✐q✉❡✱ P❛r✐s
✶✳✹ ■♥s❡rt✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✶✺
♣❤②s✐q✉❡ s♦✉s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ✈✐s❡ à ❧❡✈❡r
❞❡s ✈❡rr♦✉s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♥❛♥♦♠étr✐q✉❡ ❡t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
à ❞❡s ❝❛s ❞✬ét✉❞❡s ❝♦♥❝r❡ts✳ ■❧ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✬✉♥ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❆◆❘ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ P✷◆
✭Pr♦❣r❛♠♠❡ ◆❛♥♦s❝✐❡♥❝❡s ❡t ◆❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✮ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦♥t❛♥t ❞❡ ✻✵ ❑❊ s✉r
✹✽ ♠♦✐s✳ ▲❡ ♣♦rt❡✉r ❡st ❋❊▼❚❖✲❙❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t ✿ ■❙■❘✲P❛r✐s✱ ▲P◆✲
▼❛r❝♦✉s✐s✱ ■❘■❙❆✲❘❡♥♥❡s✳◆♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✹ tr❛✐t❛♥t ❞❡
❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ❡t s♦♠♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t
✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ✺ tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t
✈✐s✉❡❧✳
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
✲ Pr♦❝♦♣❡ ✭✷✵✵✹✮
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❞❡✉① sé❥♦✉rs ❞✬✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡ ❡♥ ✷✵✵✹ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❖❧❞❡♥✲
❜♦✉r❣✱ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡✉r♦♣é❡♥ Pr♦❝♦♣❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛❜♦r❛✲
t♦✐r❡ ❆▼■❘ ❞❡ ❙❡r❣✉❡❥ ❋❛t✐❦♦✇✳ ❆✉♣❛r❛✈❛♥t ❚♦rst❡♥ ❙✐❡✈❡rs ❡t ▼❛r❝♦ ❏ä❤♥✐s❝❤ ❞❡
❝❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❛✈❛✐❡♥t sé❥♦✉r♥és ✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡ à ❇❡s❛♥ç♦♥✳ ❈❡s sé❥♦✉rs ♦♥t ♣❡r♠✐s
❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳
✲ ▼✐❝r♦✈✐s✐♦♥ ✸❉ ✭✷✵✵✼✮
❈❡ ♣r♦❥❡t ❛ été ♣r♦♣♦sé ❡♥ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❍❡✐♥③ ❍ü❣❧✐ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆❡✉✲
❝❤ât❡❧ ❡t ❛ ❜é♥é✜é ❞✬✉♥ ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ ▲❊❆ ▼✐❝r♦t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❡t ♣♦rt❛✐t s✉r ❧❛
♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ✸❉ à
❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ♣❛r
❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❡t ♣❛r stéré♦s❝♦♣✐❡✳
✲ ❍②❜r✐❞ ✉❧tr❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ s❡❧❢✲
❛ss❡♠❜❧② ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ♠✐❝r♦✲♣r♦❞✉❝ts ✭❋P✻✲■❈❚ ❍❨❉❘❖▼❊▲✱ ✷✵✵✻✲✷✵✶✵✱ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❤②❞r♦♠❡❧✲
♣r♦❥❡❝t✳❝♦♠✴✮✳
■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ■P ❋P✻✲■❈❚ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❛✐❡♥t ✷✹ ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❡✉r♦♣é❡♥s✳
■❧ ❛ ♣♦rté s✉r ❧❡ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ♠✐❝r♦ ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❙♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❧❡ ❞é✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦✉t✐❧s ❡t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s ✿ ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ♦♣t✐q✉❡s✱ ❜✐♦❧♦✲
❣✐q✉❡s✳ ◆♦tr❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❛ ♣♦rté s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡
r♦❜♦ts ♣❛r ✈✐s✐♦♥ ❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳ ❈❡❧❛ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
❞❡ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ✜♥❛♥❝é❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t✳
✲ ▼✐❝r♦✲t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ s②st❡♠s ❢♦r r♦❜♦t✲❛ss✐st❡❞ ❧❛s❡r ♣❤♦♥♦♠✐❝r♦❝❤✐r✉r❣②
✭µ❘❆▲P✱ ✷✵✶✷✲✷✵✶✹✱ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♠✐❝r♦r❛❧♣✳❡✉✴✮✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ❙❚❘❊P ❞✉ ❋P✼✲■❈❚✲✷✵✶✶✲✼ ❛✈❡❝ ■■❚✲●è♥❡s✱ ■▼❙✲❍❛♥♥♦✈r❡✱
❉■❙❈✲●è♥❡s ❡t ■◆❙❊❘▼ ❈■❚ ✽✵✽✲❇❡s❛♥ç♦♥✳ ❙♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ éq✉✐♣❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛s✐❢ q✉✐ ♣♦✉rr❛ ♣❛ss❡r ❞❛♥s ❧❛ ❣♦r❣❡
♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ têt❡ ❧❛s❡r ❞✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞❡s ❝♦r❞❡s ✈♦❝❛❧❡s✳ ■❧
✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❝♦♠♣r❡♥❞r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡r❣♦♥♦♠✐q✉❡ à ❜❛s❡ ❞❡
✈✐s✐♦♥ ❡t ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳ ■❧ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ s✉rêté✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❛❝t❡s ❝❤✐r✉r❣✐❝❛✉①✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡♥ ❡t ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r✱
❧❡✉r ét❛❧♦♥♥❛❣❡✱ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r ♣❛r ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t
✈✐s✉❡❧✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t ✜♥❛♥❝❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❙②❡❞ ❩✐❧❧❡ ❍✉ss♥❛✐♥✳
✶✳✹✳✹ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ▲❊❆ ✶✵ ▼✐❝r♦t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❧❡ ▲❆❇ ❛ ♣❛rt✐❝✐♣é à ❧✬é❝♦❧❡ ❞✬été
✏❍✐❣❤❧✐❣❤ts ✐♥ ▼✐❝r♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✑ ❞❡ ✷✵✵✺ à ✷✵✶✵✳ ■❧ ♦r❣❛♥✐s❛✐t ✉♥❡ ❥♦✉r♥é❡ ❝♦♠✲
♣❧èt❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡s ❝♦✉rs ❡t ❞❡s ❚P s✉r ❧❡ t❤è♠❡ ✏❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ♠✐❝r♦
❛♥❞ ♥❛♥♦ r♦❜♦ts ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♠✐❝r♦❢❛❝t♦r✐❡s✱ ▼❖❊▼❙ ❛♥❞ ♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✑✳
❖✉tr❡ ❧❡ ❝♦✉rs s✉r ✏❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧②✑✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛ss✉ré ❧❛
r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ é❝♦❧❡ ❛✉ ▲❆❇ ❞❡ ✷✵✵✻ à ✷✵✵✽✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✐♣é à ❧✬é❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡ ✑◆❛♥♦ ❛♥❞ ▼✐❝r♦ ❙②st❡♠s✑
❡♥tr❡ ❊P❋ ▲❛✉s❛♥❡ ❡t ❋❊▼❚❖✲❙❚✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣r❛t✐q✉❡ s✉r ❧❡ ♠✐❝r♦❛s✲
s❡♠❜❧❛❣❡ ♣❛r ✈✐s✐♦♥ ❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✱ ❡♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✶✳
✶✳✹✳✺ ■♥s❡rt✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s rés❡❛✉①
✲ ▼❡♠❜r❡ ❞✉ ●❉❘ ■❙■❙ ✶✶ ❞❡ ✷✵✵✺ à ✷✵✵✽ ❛✈❡❝ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛✉① ❥♦✉r♥é❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ✏▼étr♦❧♦❣✐❡ ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✑ ❞✉ ✷✼ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✵✻ à ❊◆❙❊■❘❇ à ❇♦r❞❡❛✉①
✭❬✺✽❪✮✱ ✏▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✸❉ à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s✑ ❞✉ ✶✺ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✻ à ❊◆❙❚ P❛r✐s✱
✏❉ét❡❝t✐♦♥ ❡t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✑ ❞✉ ✶✵ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✼ à ❊◆❙❚
P❛r✐s✳
✲ ▼❡♠❜r❡ ❞✉ ●❉❘ ❘♦❜♦t✐q✉❡ ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✻ ✭●❚ ✏▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✑✮
❡t ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛❝t✐✈❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ❥♦✉r♥é❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
✭❬✺✾❪✮ ❡t ❧❡s ❥♦✉r♥é❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳
✲ ▼❡♠❜r❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡s ❆■P✲P❘■▼❊❈❆ ✶✷ ❛✈❡❝ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛✲
♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ✭❬✻✵❪✮✳
✶✳✺ ❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t
❆✉ t♦t❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt✐❝✐♣é à ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ ✿
✶✵✳ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❊✉r♦♣é❡♥ ❆ss♦❝✐é
✶✶✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙✐❣♥❛❧ ■♠❛❣❡s ✈✐❙✐♦♥
✶✷✳ ❆t❡❧✐❡rs ■♥t❡r✲ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ Pr♦❞✉❝t✐q✉❡ ✲ Pô❧❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ▼❊❈❆✲
♥✐q✉❡
✶✳✺ ❊♥❝❛❞r❡♠❡♥t ✶✼
✕ ♣♦st✲❞♦❝ ✿ ✶ ❀
✕ t❤ès❡s s♦✉t❡♥✉❡s ✿ ✸ ❀
✕ t❤ès❡s ❡♥ ❝♦✉rs ✿ ✷ ❀
✕ st❛❣❡s ❡t ♣r♦❥❡ts ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛st❡r ✿ ✷✶✳
✶✳✺✳✶ ❚❤ès❡s s♦✉t❡♥✉❡s
✶✳ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐✱ ❝♦✲❡♥❝❛❞ré à ✼✵✪ ❛✈❡❝ Pr✳ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✱✏❊t✉❞❡✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ tr❛♥s❧❛t❡✉r ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥ ❜❛ss❡s t❡♥s✐♦♥s✏✱ t❤ès❡ ❞❡
❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té s✉r ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té✱
❞é❜✉té❡ ❡♥ ✶✾✾✾ ❡t s♦✉t❡♥✉❡ ❡♥ ✷✵✵✸ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❥✉r② ❝♦♠♣♦sé ❞❡ P❤✐❧✐♣♣❡
▼❛rt✐♥❡t ✭♣r♦❢❡ss❡✉r✱ r❛♣♣♦rt❡✉r✮✱ ❚❛♥♥❡❣✉② ❘❡❞❛r❝❡ ✭♣r♦❢❡ss❡✉r✱ r❛♣♣♦r✲
t❡✉r✮✱ ❆♥t♦✐♥❡ ❋❡rr❡✐r❛ ✭♠❛îtr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✮✱ P❛tr✐❝❡ ▲❡♠♦❛❧ ✭❝❤❛r❣é ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✮✱ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡ ❋♦rt✲P✐❛t ✭♣r♦❢❡ss❡✉r✱ ❞✐r❡❝t❡✉r✮✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é
✭♠❛îtr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉r✮✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥s❡✐❣♥❛♥t❡ ❝♦♥tr❛❝t✉❡❧❧❡
❛✉ ❈❋❆■✲❇❡s❛♥ç♦♥✳
✷✳ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt✱ ❝♦✲❡♥❝❛❞ré à ✼✵✪ ❛✈❡❝ Pr✳ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✱ ✑❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ✈✉❡s
à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ♣❤♦t♦♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✏✱
t❤ès❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té s✉r ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐♥✐stèr❡✱ ❞é❜✉✲
té❡ ❡♥ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✹ ❡t s♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✶✼ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✼ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❥✉r② ❝♦♠♣♦sé
❞❡ ❆♥❞ré ❈r♦s♥✐❡r ✭♣r♦❢❡ss❡✉r✱ r❛♣♣♦rt❡✉r✮✱ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ▲❛✈❡st ✭♣r♦❢❡ss❡✉r✱
r❛♣♣♦rt❡✉r✮✱ ❏❛❝q✉❡s ❏❛❝q✉♦t ✭♣r♦❢❡ss❡✉r✮✱ ▼✐❝❤❡❧ P❛✐♥❞❛✈♦✐♥❡ ✭♣r♦❢❡ss❡✉r✮✱
◆❛❞✐♥❡ ▲❡ ❋♦rt✲P✐❛t ✭♣r♦❢❡ss❡✉r✱ ❞✐r❡❝t❡✉r✮✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é ✭♠❛îtr❡ ❞❡
❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉r✮✱ ❞❡✉① ❛♥s ❞❡ ♣♦st❞♦❝ ❛✉① ❯❙❆✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❣é✲
♥✐❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉ ▲❆❚■▼✲❇r❡st✳
✸✳ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ❝♦✲❡♥❝❛❞ré à ✼✵✪ ❛✈❡❝ Pr✳ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✱ ✑❱✐s✐♦♥ ✸❉
❡t ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts ✈✐s✉❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡
♠✐❝r♦✲❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ▼❊▼❙✏✱ t❤ès❡ s✉r ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ❍❨✲
❉❘❖▼❊▲✱ ❞é❜✉té❡ ❡♥ ✷✵✵✻ ❡t s♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✷✻ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✾ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❥✉r②
❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❏❛❝q✉❡s ●❛♥❣❧♦✛ ✭♣r♦❢❡ss❡✉r✱ r❛♣♣♦rt❡✉r✮✱ ❍❡✐♥③ ❍ü❣❧✐ ✭♣r♦❢❡s✲
s❡✉r✱ r❛♣♣♦rt❡✉r✮✱ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❇r❡❣✉❡t ✭❝❤❛r❣é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✮✱ ❊r✐❝ ▼❛r❝❤❛♥❞
✭♣r♦❢❡ss❡✉r✮✱ ▼✐❝❤❡❧ P❛✐♥❞❛✈♦✐♥❡ ✭♣r♦❢❡ss❡✉r✮✱ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡ ❋♦rt✲P✐❛t ✭♣r♦❢❡s✲
s❡✉r✱❞✐r❡❝t❡✉r✮✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é ✭♠❛îtr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❝♦✲❞✐r❡❝t❡✉r✮ ✱
❛♣rès ✉♥ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛t ❞❡ ❞❡✉① ❛♥s ❛✉ ❚■▼❆✲●r❡♥♦❜❧❡ ✐❧ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❝❤❛r❣é ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❈◆❘❙ ♣❛r♠✐ ♥♦✉s à ❋❊▼❚❖✲❙❚✴❆❙✷▼✳
✶✳✺✳✷ ❚❤ès❡s ❡♥✲❝♦✉rs
✶✳ ◆❛r❡s❤ ▼❛rt✉r✐✱ ❝♦✲❡♥❝❛❞ré à ✼✵✪ ❛✈❡❝ Pr✳ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✱ ✑❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à
❧❛ ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ✐♥❞✉s✲
tr✐❡❧❧❡ ✿ ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✏✱
s✉r ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐♥✐stèr❡✱ ❞é❜✉té❡ ❡♥ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✵✳
✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶
✷✳ ❙②❡❞ ❩✐❧❧❡ ❍✉ss♥❛✐♥✱ ❝♦✲❡♥❝❛❞ré à ✺✵✪ ❛✈❡❝ Pr✳ ◆✐❝♦❧❛s ❆♥❞r❡✛✱ ✑P❤♦♥♦♠✐✲
❝r♦❝❤✐r✉r❣✐❡ ❧❛s❡r ♣❛r ✈✐s✐♦♥ ❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✏✱ t❤ès❡ s✉r ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞✉ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ✑µ❘❆▲P✏✱ ❞é❜✉té❡ ❡♥ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✷✳
✸✳ ▲❡ ❈✉✐✱ ❝♦✲❡♥❝❛❞ré à ✷✺✪ ❛✈❡❝ Pr✳ ❊r✐❝ ▼❛r❝❤❛♥❞ ✭✺✵✪✮ ❡t Pr✳ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t
✭✷✺✪✮✱ ✑❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❧❛ ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✿ ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✏✱ t❤ès❡ s✉r ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ P✷◆ ◆❆✲
◆❖❘❖❇❯❙❚✱ ❞é❜✉té❡ ❡♥ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✷✳
✶✳✺✳✸ P♦st ❞♦❝t♦r❛♥ts ❝♦✲❡♥❝❛❞rés
✶✳ ❆❜❡❞ ▼❛❧t✐✱ ❝♦✲❡♥❝❛❞ré à ✼✵✪ ❛✈❡❝ Pr✳ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✱ ✑❈❛❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡✏✱ s✉r ✜♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❥❡t ❡✉r♦♣é❡♥ ✑❍❨❉❘❖▼❊▲✏✱
✶✵ ♠♦✐s ❡♥ ✷✵✶✵✳
✶✳✺✳✹ ❙t❛❣❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
■❧s ♦♥t été ❡♥❝❛❞rés à ✶✵✵✪ ✿
✶✳ ✷✵ ét✉❞✐❛♥ts ❡♥ ❉❊❆✴▼❛st❡r✳
✷✳ ✶ ✐♥❣é♥✐❡✉r✳
✶✳✻ ❆✉tr❡s ❛❝t✐✈✐tés
✶✳✻✳✶ ❆❝t✐✈✐té ❞✬✐♥térêt ❝♦❧❧❡❝t✐❢
❋♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡
❉❡ ✶✾✾✻ à ✷✵✵✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s été ❝❤❛r❣é ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❛✉ ▲❆❇✳ ◆♦✉s ❛ss✉r✐♦♥s ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞✉ ▲❆❇
❡t ❧❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❜✉r❡❛✉ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❞✉ ❈◆❘❙✳ ▲❡ ❈◆❘❙ ❛ ❡♥ ❡✛❡t ❞é❝✐❞é ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
s❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❡♥ ✐♥st✐t✉❛♥t ✉♥ ✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡
❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♥s✐sté ✿
✕ à ❝❛t❛❧②s❡r ❡t à ❝♦❧❧❡❝t❡r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❡♥ r❡❣❛r❞
❞❡s t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❛✉ ▲❆❇✱ ♣✉✐s à r❡❞✐❣❡r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱
✕ à ❧❡ ❢❛✐r❡ ✈❛❧✐❞❡r ♣❛r ❧❡ ❝♦♥s❡✐❧ ❞❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡♥ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❡t ❡♥ ❧✬❡①♣❧✐q✉❛♥t
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ✜①é❡s ♣❛r ❧❡ ❈◆❘❙✱
✕ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈♦②❡r ❛✉ ❜✉r❡❛✉ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❧é❣❛t✐♦♥ ♥♦r❞✲❡st✱ à ♣♦rt❡r
à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❧❡s ❛♥♥♦♥❝❡s ❞❡ st❛❣❡s é♠❛♥❛♥t ❞✉ ❈◆❘❙✱
❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ♦✉ ❞❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱
✕ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❡t à ✐♥s❝r✐r❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❝❡s ❛♥♥♦♥❝❡s✱ ♣✉✐s à ❡♥✲
✈♦②❡r ❧❡ ❞♦ss✐❡r ❛✉① ♦r❣❛♥✐s♠❡s✱ à ♠♦♥t❡r ❞❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❧❡
✶✳✻ ❆✉tr❡s ❛❝t✐✈✐tés ✶✾
❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳
❆✐♥s✐✱ ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❝❡tt❡ ❝❤❛r❣❡✱ ✉♥❡ tr❡♥t❛✐♥❡
❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛✉① ♠✐❝r♦t❡❝❤♥✐q✉❡s à ❧❛ ❜✉r❡❛✉t✐q✉❡✱ ♦♥t été
s✉✐✈✐❡s ♣❛r ✉♥❡ q✉❛r❛♥t❛✐♥❡ ❞✬❛❣❡♥ts✳
✶✳✻✳✷ ❆❝t✐✈✐té ❞✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t
❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ré❝r✉t❡♠❡♥t
❆✉ ❧②❝é❡ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ●r❛♥❞✲❈❤❛r♠♦♥t ✭✷✺✮ ❡t ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡
❈♦♠té✱ ❯❋❘ ❙❝✐❡♥❝❡s ❡t ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✿
✕ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ éq✉❛t✐♦♥s✱ ❣é♦♠étr✐❡ ❀
✕ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✿ é❧❡❝tr✐❝✐té✱ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡s ❀
✕ ❛✉t♦♠❛t✐s♠❡s ✿ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❛r ❣r❛❢❝❡t ❡t ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ét❛ts✱ s②♥t❤ès❡ ❀
✕ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✿ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s ❡t ❞✬ét❛t✱ ❛♥❛❧②s❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t
❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❀
✕ ✈✐s✐♦♥ ✿ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳
❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❛♣rès ré❝r✉t❡♠❡♥t
❆ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té✱ ❯❋❘ ❙❝✐❡♥❝❡s ❡t ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✭61e s❡❝t✐♦♥✮ ✿
✕ ❛✉t♦♠❛t✐s♠❡s ✿ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❛r ❣r❛❢❝❡t ❡t ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ét❛ts✱ s②♥t❤ès❡ ❀
✕ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✿ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s ❡t ❞✬ét❛t✱ ❛♥❛❧②s❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t
❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❀
✕ ✈✐s✐♦♥ ✿ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❀
✕ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✿ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❈✰✰ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡✳
▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 35%✴20%✴35%✴10%✳
▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❧✐❝❡♥❝❡✴♠❛st❡r ❡st ❞❡ 70%✴30%✳
▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❈▼✴❚❉✴❚P ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 20%✴50%✴30%✳
❚♦✉t❡s ❝❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✳
◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✿
✕ ♥♦tr❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❊r❛s♠✉s ❡♥tr❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡
❈♦♠té ❡t ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❚❛r❣♦✈✐st❡ ❡♥ ❘♦✉♠❛♥✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① sé❥♦✉rs ❞❡ ✶
s❡♠❛✐♥❡ ❡♥ ✷✵✵✵ ❡t ✷✵✵✼✱ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦✉rs ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ❀
✕ ♥♦tr❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛✉① é❝♦❧❡s ❞✬été ✑❍✐❣❤❧✐❣❤ts ✐♥ ▼✐❝r♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✏ ❞✉ ❧❛✲
❜♦r❛t♦✐r❡ ❡✉r♦♣é❡♥ ❛ss♦❝✐é ✏▼✐❝r♦t❡❝❤♥✐q✉❡✏ ❋r❛♥❝❤❡✲❙✉✐ss❡ s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts
✑▼✐❝r♦r♦❜♦t✐❝s ❢♦r ♠✐❝r♦❢❛❝t♦r✐❡s ▼❖❊▼❙ ❛♥❞ ◆❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✏✱ ♣♦✉r ❞♦♥✲
♥❡r ✉♥ ❝♦✉rs s✉r ❧❡ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ♣❛r ✈✐s✐♦♥ ❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✱ ❡♥
✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼ ❡t ✷✵✵✽✱ à ❇❡s❛♥ç♦♥✳
✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ▲❛ ré♣❛rt✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ♣❛r ❝♦♥t❡♥✉✱ ♥✐✈❡❛✉ ❡t t②♣❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
✶✳✻ ❆✉tr❡s ❛❝t✐✈✐tés ✷✶
❘❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐tés ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡s
❉❡ ✶✾✾✽ à ✷✵✵✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛ss✉ré ❧❛ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✸❡ ❛♥♥é❡
❞❡ ❧❛ ❧✐❝❡♥❝❡ ❊❊❆✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s r❡♣r✐s ❡♥ ✷✵✵✻ ❧❛ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ✷❡ ❛♥♥é❡ ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐❝❡♥❝❡ ❊❊❆ ❥✉sq✉✬❡♥ ✷✵✵✽✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛ss✉ré ❧❛ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✉♥✐tés ❞✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ✿ ✈✐s✐♦♥✱
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❛✉t♦♠❛t✐s♠❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥té ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♣r❛t✐q✉❡s ✿ ✈✐s✐♦♥✱ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❛✉✲
t♦♠❛t✐s♠❡s✳
❊♥ t❛♥t q✉❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆■P✲P❘■▼❊❈❆ ❋r❛♥❝❤❡
❈♦♠té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt✐❝✐♣é ❛❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡♥ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ❆■P✲P❘■▼❊❈❆ ✿ ❝❤♦✐① ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ s❡r✈❛♥t ❞❡ s✉♣♣♦rt ❛✉①
❚P✳
✶✳✻✳✸ ❆❝t✐✈✐té ❞❡ ❝♦♥s✉❧t✐♥❣
P❡♥❞❛♥t ♥♦s ❞❡✉① ❛♥♥é❡s ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té ❞❡
♣r❡st❛t✐♦♥s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❆♥t✐❧❧❡s ✭●✉❛❞❡❧♦✉♣❡ ❡t ▼❛rt✐♥✐q✉❡✮ ✿
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ❜✉r❡❛✉t✐q✉❡✱ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ rés❡❛✉①✳
✷✷ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊
P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
✶✳✼ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ t❤ès❡
✶✳✼✳✶ ❘❡✈✉❡s
❬✶❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❤♦t❡✳ ❆♥❛❧②s❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❜♦♥❞
❣r❛♣❤s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉① ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ♠❛♥✉❢❛❝t✉rés✳ ❘❆■❘❖
❆P■■✱ ✷✾✭✶✮ ✿✶✵✺✕✶✷✸✱ ✶✾✾✺✳
✶✳✼✳✷ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s
❬✷❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❤♦t❡✳ Pr♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❡q✉✐♣♠❡♥ts ✉♥✐t❡❞ ♠♦✲
❞❡❧❧✐♥❣ ✿ ♠❛❦✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ✢♦✇s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ■♥ ✼t❤ ■❋❆❈✴■❋■P
❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ Pr♦❜❧❡♠s ✐♥ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱
♠❛②✱ ✷✺✲✷✼✱ ✶✾✾✷✱ ❚♦r♦♥t♦✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ♣♣✳ ✷✹✺✲✺✺✵✱ ✶✾✾✷✳
❬✸❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❤♦t❡✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s②s✲
t❡♠s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜② ❜♦♥❞ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙②s✲
t❡♠s✱ ▼❛♥ ❛♥❞ ❈②❜❡r♥❡t✐❝s✱ ♦❝t♦❜❡r ✶✼✲✷✵✱ ✶✾✾✸✱ ▲❡ ❚♦✉q✉❡t✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣♣✳
✷✻✷✲✷✻✼✱ ✶✾✾✸✳
❬✹❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❤♦t❡✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥t❛✐♥❡rs ✢♦✇s ✐♥ ❛
✇♦r❦s❤♦♣ ✿ ❛ ❜♦♥❞ ❣r❛♣❤s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ✷♥❞ ■❋❆❈ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t
▼❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❙②st❡♠s✱ ❥✉♥❡✱ ✶✸✲✶✺✱ ✶✾✾✹✱ ❱✐❡♥♥❛✱ ❆✉str✐❛✱ ♣♣✳ ✶✶✵✲✶✶✹✱
✶✾✾✹✳
❬✺❪ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❤♦t❡✱ ▼❛r②✈♦♥♥❡ ❉✉❧♠❡t✱ ❙②❧✈✐❡ ❏❛❝q♠❛rt✱ ❛♥❞ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠✲
❜é❧é✳ ❱❛❧❡✉r sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✐♥❞✉str✐❡❧ ❡t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♦❝✐♦t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✳ ■♥ ✷❡ ❈♦❧❧♦q✉❡ ❚r❛♥s❢r♦♥t❛❧✐❡r✱ ▲❛✉s❛♥♥❡✱ ❙✉✐ss❡✱ ✷✷✲✷✸ s❡♣t❡♠❜r❡✱
✶✾✾✹✳
❬✻❪ ▼❛r②✈♦♥♥❡ ❉✉❧♠❡t✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❤♦t❡✱ ❛♥❞ ❏❛✈✐❡r ❖r✐③✲
❍❡r♥❛♥❞❡③✳ Pr♦❝❡ss ❛♥❛❧②s✐s ❛s ❛♥ ❛✐❞ ✐♥ r❡ss♦✉r❝❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❡♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣ ✐♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✉♥✐ts✳ ■♥ ❈♦♠♣✉t❡r ■♥t❡❣r❛t❡❞ ▼❛♥✉✲
❢❛❝t✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❈■▼❆❚ ✾✽✱ ♦❝t♦❜❡r ✼✲✾ ✶✾✾✽✱ ❚r♦②✱
◆❡✇ ❨♦r❦ ✭❈❉✲❘❖▼✱ ✶✵ ♣❛❣❡s✮✱ ✶✾✾✽✳
✶✳✼✳✸ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s
❬✼❪ ❙✳ ❉❡♠❜é❧é✱ ❏✳P✳❇♦✉rr✐èr❡s✱ ❛♥❞ ❖✳ ❇❛r❛❦❛t✳ ▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✉
❣r❛❢❝❡t ✿ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❞❡s
éq✉✐♣❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❈♦♥❣rès ❆❋❈❊❚ s✉r ❧❡ ●❘❆❋❈❊❚✱ ✶✾✾✷✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱
♣♣✳ ✸✾✲✹✼✱ ✶✾✾✷✳
❬✽❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❏❡❛♥✲P❛✉❧ ❇♦✉rr✐èr❡s✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❤♦t❡✳ ❙②st❡♠✐❝ ♠♦✲
❞❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✢♦✇s ✐♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✇♦r❦s❤♦♣✳ ■♥ ❈♦♥❣rès ❆❋❈❊❚
✶✳✽ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦st t❤ès❡ ✷✸
s✉r ❧✬❆✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❉❡s Pr♦❝é❞és ▼✐①t❡s ❈♦♥t✐♥✉s ❡t ❙éq✉❡♥t✐❡❧s✱ ✷✾✲✸✵✱
❥❛♥✈✐❡r✱ ✶✾✾✷✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣♣✳ ✶✺✸✲✶✻✵✱ ✶✾✾✷✳
✶✳✽ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦st t❤ès❡
✶✳✽✳✶ ❘❡✈✉❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s
❬✾❪ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③✱ ❏❡❛♥ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✈❛ss❛r❞✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❛♥❞ ❆♥❞r❡
❏❛♥❡①✳ P❤❛s❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ ✈✐s✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ t❛r❣❡ts✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✹✾✭✹✮ ✿✽✻✼✕✽✼✷✱ ✷✵✵✵✳
❬✶✵❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é ❛♥❞ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐✳ ❆ t❤r❡❡ ❞♦❢ ❧✐♥❡❛r ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♠♦t♦r
❢♦r tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ♠✐❝r♦♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❙❡♥s♦rs ❛♥❞ ❆❝t✉❛t♦rs ❆✱ ✶✷✺ ✿✹✽✻✕✹✾✸✱
✷✵✵✻✳
❬✶✶❪ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❋♦rt✐❡r✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡
❋♦rt✲P✐❛t✳ ❘♦❜♦t✐❝ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧② ✿ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜②
s❡q✉❡♥❝✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛rt ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛❧❡ ✈✐s✉❛❧ s❡r✈♦✐♥❣s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼✐❝r♦✲◆❛♥♦ ▼❡❝❤❛tr♦♥✐❝s✱ ✺✭✶✲✷✮ ✿✶✕✶✹✱ ✷✵✵✾✳
❬✶✷❪ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✳ ❆ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❝❛❧✐✲
❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✈✐❞❡♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❢♦r ✈✐s✉❛❧ s❡r✈♦ ❝♦♥tr♦❧ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
♠❡♠s ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧②✳ ❙❡♥s♦rs ✫ ❚r❛♥s❞✉❝❡rs ❏♦✉r✲
♥❛❧ ✭❙♣❡❝✐❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❙❡♥s♦rs ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✮✱ ✺ ✿✸✼✕✺✷✱ ✷✵✵✾✳
❬✶✸❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt✱ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✳ ❆ tr✐✲
❢♦❝❛❧ tr❛♥s❢❡r ❜❛s❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❢♦r r♦❜♦t✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠s
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣t♦♠❡❝❤❛tr♦♥✐❝s✱ ✹✭✹✮ ✿✸✹✷✕✸✻✶✱
✷✵✶✵✳
❬✶✹❪ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ❊r✐❝ ▼❛r❝❤❛♥❞✱ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡❢♦rt✲P✐❛t✱ ❛♥❞ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠✲
❜é❧é✳ ❈❛❞ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✸❞ ✈✐s✉❛❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♠❡♠s ♠✐✲
❝r♦❛ss❡♠❜❧②✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❘♦❜♦t✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✾✭✶✶✮ ✿✶✹✶✻✕✶✹✸✹✱
✷✵✶✵✳
❬✶✺❪ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡❢♦rt✲P✐❛t✱ ❛♥❞ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✳ ❘♦❜♦t✐❝
♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧② ✉s✐♥❣ ♠♦♥♦✲✈✐❡✇ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ✈✐✲
s✉❛❧ s❡r✈♦✐♥❣✳ ■❊❊❊✲❆❙▼❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❡❝❤❛tr♦♥✐❝s✱ ✶✻✭✷✮ ✿✷✼✼ ✕ ✷✽✼✱
✷✵✶✶✳
❬✶✻❪ ❆❜❡❞ ❈✳ ▼❛❧t✐✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡✲❋♦rt✲P✐❛t✱ P❛tr✐❝❦ ❘♦✉❣❡♦t✱
❛♥❞ ❘♦❧❛♥❞ ❙❛❧✉t✳ ▼❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛t✐❝ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛
s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ✷✶✭✸✮ ✿✵✸✸✵✷✵✱
✷✵✶✷✳
❬✶✼❪ ❆❜❡❞ ❈✳ ▼❛❧t✐✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✱ ❈❧❛✐r❡ ❆r♥♦✉❧t✱ ❛♥❞ ◆❛✲
r❡s❤ ▼❛rt✉r✐✳ ❚♦✇❛r❞ ❢❛st ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❞r✐❢t ✐♥ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥
✷✹ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊
♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❖♣t♦♠❡❝❤❛tr♦♥✐❝s✱ ✻✭✶✮ ✿✶✕✶✻✱ ✷✵✶✷✳
❬✶✽❪ ❏♦❡❧ ❆❣♥✉s✱ ◆✐❝♦❧❛s ❈❤❛✐❧❧❡t✱ ❈❡❞r✐❝ ❈❧é✈②✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ●❛✉✲
t❤✐❡r✱ ❨❛ss✐♥❡ ❍❛❞❞❛❜✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ▲❛✉r❡♥t✱ P❤✐❧✐♣❡ ▲✉t③✱ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✱ ❑❛♥t②
❘❛❜❡♥♦r♦s♦❛✱ ▼✐❝❦② ❘❛❦♦t♦♥❞r❛❜❡✱ ❛♥❞ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛t③❡✳ ❘♦❜♦t✐❝ ♠✐✲
❝r♦❛ss❡♠❜❧② ❛♥❞ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❢❡♠t♦✲st✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼✐❝r♦✲❇✐♦ ❘♦✲
❜♦t✐❝s✱ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✷✷✶✸✲✵✶✸✲✵✵✻✺✲✺✱ ✷✵✶✸✳
✶✳✽✳✷ ❈❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❧✐✈r❡s
❬✶✾❪ ❏♦ë❧ ❆❣♥✉s✱ ▼❡❤❞✐ ❇♦✉❦❛❧❧❡❧✱ ▲✐♦♥❡❧ ❇✉❝❤❛✐❧❧♦t✱ ◆✐❝♦❧❛s ❈❤❛✐❧❧❡t✱ ❈é❞r✐❝
❈❧❡✈②✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❊t✐❡♥♥❡ ❉♦♠❜r❡✱ ▼✐❝❤❛ë❧ ●❛✉t❤✐❡r✱ ▼♦✉st❛♣❤❛
❍❛❢❡③✱ P✐❡rr❡ ▲❛♠❜❡rt✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ▲✉t③✱ ❛♥❞ ❙té♣❤❛♥❡ ❘é❣♥✐❡r✳ ▲❛ ♠✐❝r♦r♦✲
❜♦t✐q✉❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❍❡r♠❡s ▲❛✈♦✐s✐❡r✱ ✷✵✵✽✳
❬✷✵❪ ❏♦❡❧ ❆❣♥✉s✱ ▼❡❤❞✐ ❇♦✉❦❛❧❧❡❧✱ ❈❡❞r✐❝ ❈❧é✈②✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❛♥❡
❘é❣♥✐❡r✳ ▲❛ ♠✐❝r♦r♦❜♦t✐q✉❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❤❛♣t❡r
❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✾✽✕✸✷✷✳ ❍❡r♠ès
❙❝✐❡♥❝❡✴▲❛✈♦✐s✐❡r✱ ✷✵✵✽✳
❬✷✶❪ ❏♦❡❧ ❆❣♥✉s✱ ▼❡❤❞✐ ❇♦✉❦❛❧❧❡❧✱ ❈❡❞r✐❝ ❈❧é✈②✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❛♥❞ ❙t❡✲
♣❤❛♥❡ ❘é❣♥✐❡r✳ ▼✐❝r♦r♦❜♦t✐❝s ❢♦r ▼✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❤❛♣t❡r ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡
♦❢ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✾✽✕✸✷✷✳ ■❙❚❊ ▲t❞ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫
❙♦♥s ■♥❝✱ ✷✵✶✵✳
✶✳✽✳✸ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s à ❢♦rt ✐♠♣❛❝t ❡t ✇♦r❦s❤♦♣
❬✷✷❪ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✈❛ss❛r❞✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③✱ ❆♥❞ré ❏❛✲
♥❡①✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✳ ❆ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠✐❝r♦r♦❜♦ts ✉s✐♥❣ ✈✐s✐♦♥
s②st❡♠ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✳ ■♥ ❙P■❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼✐❝r♦r♦❜♦ts ❛♥❞ ▼✐✲
❝r♦❛ss❡♠❜❧②✱ ❇♦st♦♥✱ ▼❛ss❛❝❤✉s❡tts✱ s❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✾✱ ♣♣✳ ✷✸✲✷✽✱ ✶✾✾✾✳
❬✷✸❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐✱ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③✱ ❛♥❞ P❛tr✐❝❡ ▲❡♠♦❛❧✳
❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦r♦❜♦t ❜❛s❡❞ ♠✐❝r♦♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ st❛t✐♦♥ ✿ t❤❡ ♠✐❝r♦r♦✲
❜♦t ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ▼✐❝r♦r♦❜♦t✐❝s
❛♥❞ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧② ■■■✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙P■❊ ❱♦❧✳ ✹✺✻✽✱ ✷✵✵✶✱ ✷✵✵✶✳
❬✷✹❪ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐ ❛♥❞ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✳ ❙t❛t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝
♠✐❝r♦r♦❜♦t✳ ■♥ ✶st ■❊❊❊ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ■❊❊❊✲◆❆◆❖ ✷✵✵✶✱
✷✽✲✸✵ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✶✱ ▼❛✉✐✱ ❍❛✇❛✐✐✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✶✳
❬✷✺❪ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡❢♦rt✲P✐❛t✳ ❙②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ❛
✈✐rt✉❛❧ ✐♠❛❣❡r ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠✐❝r♦♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▼✐❝r♦❋❛❝t♦r✐❡s✱ ■❲▼❋✬✷✵✵✻✱
❇❡s❛♥ç♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✱♦❝t♦❜❡r ✷✺✲✷✼✱ ♣❛❣❡s ✷✸✵✕✷✸✽✱ ✷✵✵✻✳
❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✷✺
❬✷✻❪ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡❢♦rt✲P✐❛t✳ ❱✐rt✉❛❧ ❝❛♠❡r❛
s②♥t❤❡s✐s ❢♦r ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧②✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦✲
♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥ts ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✭■❘❖❙✬✷✵✵✻✮✱ ❇❡✐❥✐♥❣✱
❈❤✐♥❛✱ ❖❝t♦❜❡r ✾✲✶✺✱ ✷✵✵✻✳
❬✷✼❪ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡❢♦rt✲P✐❛t✳ P❡r❢♦r♠✐♥❣ ✇❡❛❦
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ✭■❈❘❆✬✷✵✵✼✮✱ ❘♦♠❛✱
■t❛❧②✱ ❆♣r✐❧✱ ✷✵✵✼✳
❬✷✽❪ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❋♦rt✐❡r✱ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡
❋♦rt✲P✐❛t✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✸❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦❣r✐♣♣❡r ❜② ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t❤❡ ❢♦❝✉s ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② ❛ ✈✐❞❡♦♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ■♥ ❘❖❙❊
✷✵✵✽ ✲ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘♦❜♦t✐❝ ❛♥❞ ❙❡♥s♦rs ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱
❖tt❛✇❛✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ✶✼✲✶✽ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✽✱ ✷✵✵✽✳
❬✷✾❪ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡ ❋♦rt✲P✐❛t✳ ❆ ♠✉❧✲
t✐s❝❛❧❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✈✐❞❡♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❢♦r ✈✐s✉❛❧ s❡r✈♦ ❝♦♥tr♦❧ ✿
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❘❖❙❊ ✷✵✵✽ ✲ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❘♦❜♦t✐❝ ❛♥❞ ❙❡♥s♦rs ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❖tt❛✇❛✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ✶✼✲✶✽
❖❝t♦❜❡r✱ ✷✵✵✽✳
❬✸✵❪ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❋♦rt✐❡r✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡
❋♦rt✲P✐❛t✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✈✐s✉❛❧ s❡r✈♦✐♥❣✳
■♥ ■❊❊❊ ❈❆❙❊ ✷✵✵✽ ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✮✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✽✳
❬✸✶❪ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ❚❤♦♠❛s ❆r♥♦✉❧❞✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é ◆❛❞✐♥❡ ▲❡ ❋♦rt✲
P✐❛t✱ ❛♥❞ ❊r✐❝ ▼❛r❝❤❛♥❞✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ✸❞ ♠❡♠s✳
■♥ ■❊❊❊✴❆❙▼❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▼❡❝❤❛tr♦✲
♥✐❝s✱ ❆■▼✬✵✾✳✱ ❙✐♥❣❛♣♦✉r ✿ ❙✐♥❣❛♣♦r❡ ✭✷✵✵✾✮✱ ✷✵✵✾✳
❬✸✷❪ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡ ❋♦rt✲P✐❛t✱ ❊r✐❝ ▼❛r❝❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ❙♦✉♥❦❛❧♦
❉❡♠❜é❧é✳ ▼✐❝r♦❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ s♦❧✐❞ ✸❞ ♠❡♠s ❜② ✸❞ ✈✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞
❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ ■❊❊❊✴❘❙❏ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❘♦❜♦ts ❛♥❞
❙②st❡♠s✱ ■❘❖❙✬✵✾✱ ❙❛✐♥t✲▲♦✉✐s✱ ▼✐ss♦✉r✐ ✿ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ♣❛❣❡s ✸✷✽✹✕✸✷✽✾✱
✷✵✵✾✳
❬✸✸❪ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡❢♦rt✲P✐❛t✱ ❛♥❞ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✳ ❘♦❜✉st
tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧ s❡r✈♦✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ♠❡♠s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥
■❊❊❊✴❆❙▼❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▼❡❝❤❛tr♦✲
♥✐❝s✱ ❆■▼✬✶✵✳✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ✷✵✶✵✳
❬✸✹❪ ▼✳ ●❛✉t❤✐❡r✱ ❈✳ ❈❧é✈②✱ ❙✳ ❉❡♠❜é❧é✱ ❇✳ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ❑✳ ❘❛❜❡♥♦r♦s♦❛✱ ◆✳ P✐❛t✱
❛♥❞ P✳ ▲✉t③✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❡ ♠❡♠s ❛ss❡♠❜❧② t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ ■❊❊❊
■❈❘❆✱ ✷✵✶✶✳
❬✸✺❪ ◆❛r❡s❤ ▼❛rt✉r✐✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❈❧❛✐r❡ ❆r♥♦✉❧t✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✳ P❡✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✉s✐♥❣ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡
r❛t✐♦✳ ■♥ ✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▼✐❝r♦❢❛❝t♦r✐❡s✱ ✷✵✶✷✳
✷✻ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊
❬✸✻❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é ❩✐❧❧ ❡ ❍✉ss♥❛✐♥ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❆♥❞r❡✛✳ ❱✐s✉❛❧ s❡r✈♦✐♥❣ ✐♥
♠❡❞✐❝❛❧ r♦❜♦t✐❝s✳ ■♥ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❘♦❜♦t✐❝s
❛♥❞ ❇✐♦♠❡❝❤❛tr♦♥✐❝s ❏✉♥❡ ✷✹✱ ✷✵✶✷✳
✶✳✽✳✹ ❆✉tr❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s
❬✸✼❪ ❖✉✐❞❞❛❞ ▲❛❜❜❛♥✐✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❆♥❞ré ❏❛♥❡①✱ ❛♥❞ ❆❧❛✐♥ ❇♦✉r❥❛✉❧t✳ ❆
❜❡❤❛✈✐♦r✲❜❛s❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ♠✐♥✐r♦❜♦t✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▼✐❝r♦s②st❡♠s✱ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❘♦❜♦ts✱ ♣❛❣❡s
✺✹✵✕✺✹✸✱ ✶✾✾✺✳
❬✸✽❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❖✉✐❞❞❛❞ ▲❛❜❜❛♥✐✱ ❆♥❞ré ❏❛♥❡①✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç ❍❛♠❡❧✐♥✳ ❆
❜❡❤❛✈✐♦r✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ❢♦r ♠✐♥✐❛t✉r❡ r♦❜♦ts✳ ■♥ ✸r❞ ❋r❛♥❝❡✲❏❛♣❛♥
❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ▼❡❝❛tr♦♥✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✺✼✶✕✺✼✸✱ ✶✾✾✻✳
❬✸✾❪ ❨❛ss✐♥❡ ❍❛❞❞❛❜✱ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✈❛ss❛r❞✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ P❛tr✐❝❡ ▲❡✲
♠♦❛❧✱ ❛♥❞ ❆❧❛✐♥ ❇♦✉r❥❛✉❧t✳ ❍❛♠r♦ ✿ ❆ ❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t
❢♦r ♣r❡❝✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣✳ ■♥ ✹t❤ ❋r❛♥❝❡✲❏❛♣❛♥ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ▼❡❝❛tr♦♥✐❝s✱ ▼❡✲
❝❛tr♦♥✐❝s ✾✽✱ ✻✲✽ ♦❝t♦❜❡r ✶✾✾✽✱ ❑✐t❛❦②✉s❤✉✱ ❋✉❦✉♦❦❛✱ ❏❛♣❛♥✱ ♣♣✳ ✸✸✷✲✸✸✻✱
✶✾✾✽✳
❬✹✵❪ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✈❛ss❛r❞✱ ❏♦❡❧ ❆❜❛❞✐❡✱ ❏❛❝q✉❡s ❉✉✛❛✉❞✱ ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❋❡r✲
♥✐♦t✱ P❛tr✐❝❡ ▲❡♠♦❛❧✱ ◆✐❝♦❧❛s ❈❤❛✐❧❧❡t✱ ❛♥❞ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✳ ❘❡❛❧✐s❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♠✐❝r♦❝♦♥✈❡②♦rs ✇✐t❤ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❝t✉❛t♦rs✳ ■♥
■◆❈❖▼ ✾✽✱ ❥✉♥❡ ✷✹✲✷✻ ✶✾✾✽✱ ◆❛♥❝②✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♣♣✳ ✷✶✼✲✷✷✷✱ ✶✾✾✽✳
❬✹✶❪ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✈❛ss❛r❞✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③✱ ❛♥❞ ❆♥❞ré
❏❛♥❡①✳ ❆❝❝✉r❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠✳
■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❘♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ■❙❘❆ ✾✽✱ ♣❛❣❡s
✷✽✾✕✷✾✶✱ ✶✾✾✽✳
❬✹✷❪ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③✱ ❘❛❢❛❡❧ ❊s❝❛❧♦♥❛✱ ❱✐♥❝❡♥t ❇♦♥♥❛♥s✱ ❛♥❞ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✳
❋r♦♠ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② t♦ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✿ ♣❤❛s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈✐s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝② ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s✐♥❣ ♦❢ r✐❣✐❞ t❛r❣❡ts✳ ■♥ P✳ ❏❛❝q✉♦t ❛♥❞ ❏✳▼✳
❋♦✉r♥✐❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✐♥ ❙♣❡❝❦❧❡ ▲✐❣❤t✱ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
♣❛❣❡s ✹✷✶✕✹✷✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✵✳
❬✹✸❪ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐ ❛♥❞ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✳ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥t st✉❞② ♦❢
❛ ①②q ♠✐❝r♦✲tr❛♥s❧❛t♦r ✿ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ■♥ ▼❡❝❛tr♦♥✐❝s✬✵✶✱ ✾✲✶✶
♦❝t♦❜❡r✱ ✷✵✵✶✱ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✵✶✳
❬✹✹❪ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐✱ ❨❛ss✐♥❡ ❍❛❞❞❛❜✱ ❙♦✉♥❦❛❧ ❉❡♠❜❡❧❡✱ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛s ❈❤❛✐❧❧❡t✳
❆ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧② ✇♦r❦❝❡❧❧✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ Pr❡❝✐s✐♦♥ ❆ss❡♠❜❧② ❙❡♠✐♥❛r✱
■P❆❙✬✷✵✵✸✱ ❇❛❞ ❍♦❢❣❛st❡✐♥✱ ❆✉str✐❛✱ ✶✼✲✶✾ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✸✱ ✷✵✵✸✳
❬✹✺❪ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡❢♦rt✲P✐❛t✳ ❚♦✇❛r❞ t❤❡ ✈✐s✐♦♥
❜❛s❡❞ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦❢❛❝t♦r✐❡s t❤r♦✉❣❤ ✐♠❛❣❡s ♠♦s❛✐❝✐♥❣✳ ■♥ ❙✈❡t❛♥
❘❛t❝❤❡✈✱ ❡❞✐t♦r✱ ▼♦❞✉❧❛r ❛ss❡♠❜❧② s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛❣❡s
✷✸✾✕✷✺✵✱ ✷✵✵✻✳
❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊ ✷✼
❬✹✻❪ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ ▲❡❢♦rt✲P✐❛t✳ ❚r✐❢♦❝❛❧ tr❛♥s❢❡rt
❜❛s❡❞ ♥♦✈❡❧ ✈✐❡✇ s②♥t❤❡s✐s ❢♦r ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ●✳ ❇❡❜✐s ❡t ❛❧✳✱ ❡❞✐t♦r✱
❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ▲◆❈❙✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✷✾✶✱ ♣❛❣❡s ✹✶✶✕✹✷✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✵✻✳
❬✹✼❪ ●✳ ❉✉❝❡✉①✱ ❇✳ ❚❛♠❛❞❛③t❡✱ ◆✳ ▲❡✲❋♦rt P✐❛t✱ ❊✳ ▼❛r❝❤❛♥❞✱ ●✳ ❋♦rt✐❡r✱ ❛♥❞
❙✳ ❉❡♠❜é❧é✳ ❆✉t♦❢♦❝✉s✐♥❣✲❜❛s❡❞ ✈✐s✉❛❧ s❡r✈♦✐♥❣ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠❡♠s ♠✐❝r♦✲
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ■❙❖❚ ✷✵✶✵ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❖♣t♦♠❡❝❤❛tr♦♥✐❝
❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✷✺✲✷✼ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✵✱ ❚♦r♦♥t♦✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ✷✵✶✵✳
❬✹✽❪ ❆❜❡❞ ❈✳ ▼❛❧t✐✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✱ ❆♥❞r❡s ▼❛r✐♥❛ ❉✐❛③✱ ❛♥❞
◆❛r❡s❤ ▼❛rt✉r✐✳ ❚♦✇❛r❞s r❡❛❧ t✐♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t ✐♥ ❛ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝✲
tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
Pr❡❝✐s✐♦♥ ❆ss❡♠❜❧② ❙❡♠✐♥❛r✱ ■P❆❙✱ ✷✵✶✷✳
✶✳✽✳✺ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s
❬✹✾❪ ❏♦❡❧ ❆❣♥✉s✱ P❛tr✐❝❦ ❘♦✉❣❡♦t✱ ❆♥❞r❡ ❏❛♥❡①✱ ❛♥❞ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✳ ❈♦♥❝❡♣✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ss♦r ✿ ✉♥ ♠✐♥✐r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ à r♦✉❡s♠✉❧✳ ■♥ ✶❡r❡s ❏♦✉r♥é❡s
❞✉ Pô❧❡ ▼✐❝r♦r♦❜♦t✐q✉❡✱ ♣❛❣❡s ✻✼✕✼✷✱ ✶✾✾✽✳
❬✺✵❪ ❨❛ss✐♥❡ ❍❛❞❞❛❜✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ P❛tr✐❝❡ ▲❡♠♦❛❧✱ ❛♥❞ ❆❧❛✐♥ ❇♦✉r❥❛✉❧t✳
❘♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❝✐s✳ ■♥
✶❡r ❈♦❧❧♦q✉❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ s✉r ❧❛ Pr♦❞✉❝t✐q✉❡✱ ❈◆P✬✾✽✱ ✸✵✲✸✶✱ ♠❛✐✱ ✶✾✾✽✱ ❚✐③✐✲
❖✉③♦✉✱ ❆❧❣ér✐❡✱ ♣♣✳ ✶✼✽✲✶✽✷✱ ✶✾✾✽✳
❬✺✶❪ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ▼ü❧❧❡r✱ ❏❡❛♥✲❋r❛♥ç♦✐s P❡t✐♥✱ ●❡r❛r❞ ▼♦r❡❧✱ ❇❡rtr❛♥❞ ❱❛r❝❤♦♥✱
❈❧❛✉❞❡ P❡❣❛r❞✱ ❊r✐❝ ❇r❛ss❛rt✱ ◆✐❝♦❧❛s ❍✉t✐♥✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❆♥❞r❡
❏❛♥❡①✱ ❇r✐❣✐tt❡ ▼♦r❡❧❧♦✱ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✈❛ss❛r❞✱ ❛♥❞ ❆❧❛✐♥ ❇♦✉r❥❛✉❧t✳
❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❧❧❡❝t✐❢ ❞✬♦❜❥❡ts✳ ■♥ ✶❡r❡s ❏♦✉r♥é❡s ❞✉
Pô❧❡ ▼✐❝r♦r♦❜♦t✐q✉❡✱ ♣❛❣❡s ✻✶✕✻✻✱ ✶✾✾✽✳
❬✺✷❪ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✈❛ss❛r❞✱ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③✱ ❆♥❞r❡ ❏❛✲
♥❡①✱ ❛♥❞ ◆❛❞✐♥❡ P✐❛t✳ ▼❡s✉r❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❛♠ér❛ ❡t tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♦♥❞❡❧❡tt❡s✳ ■♥ ✷❡s ❥♦✉r♥é❡s ❞✉ Pô❧❡ ▼✐❝r♦r♦❜♦t✐q✉❡✱ ♣❛❣❡s ✾✕✶✸✱
✶✾✾✾✳
❬✺✸❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✈❛ss❛r❞✳ ▼❡s✉✲
r❡r ❡t ❝❛❧✐❜r❡r ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠✐r❡✳ ■♥ ▼❛❧✐ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞
❙❝✐❡♥❝❡✱ ▼❙❆❙ ✷✵✵✵✱ ❛✉❣✉st✱ ✼✲✾✱ ✷✵✵✵✱ ❇❛♠❛❦♦✱ ▼❛❧✐✱ ✷✵✵✵✳
❬✺✹❪ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐ ❛♥❞ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✳ ❊t✉❞❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
❞✬✉♥ ♠✐❝r♦✲♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r ①②q✳ ■♥ ✶✹❡s ❏♦✉r♥é❡s ❞❡s ❏❡✉♥❡s ❈❤❡r❝❤❡✉rs ❡♥
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❬✺✺❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é ❛♥❞ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦♠♦t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡
♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❣r❛♥❞❡ ❝♦✉rs❡ ❣r❛♥❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ▼❛❧✐ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆♣✲
♣❧✐❡❞ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ▼❙❆❙✬✷✵✵✷✱ ❥✉❧②✱ ✽✲✶✷✱ ❇❛♠❛❦♦✱ ▼❛❧✐✱ ✷✵✵✷✳
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❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳ ■♥ ✺❡s ❏♦✉r♥é❡s ❞✉ ♣ô❧❡
♠✐❝r♦r♦❜♦t✐q✉❡✱ ✻✲✼ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✷✱ ❘❡♥♥❡s✱ ✷✵✵✷✳
❬✺✼❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é ❛♥❞ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐✳ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛
✸ ❞♦❢ ❧✐♥❡❛r ✉❧tr❛s♦♥✐❝ ♠♦t♦r✳ ■♥ ▼❛❧✐ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❝✐❡♥❝❡s✱
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❬✺✽❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✱ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt✱ ❛♥❞ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③✳ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉❜♣✐①❡❧✲
❧❛✐r❡ ❞❡ ❝✐❜❧❡s ❡♥ ❢r❛♥❣❡s ♣❛r ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ■♥ ❏♦✉r♥é❡ ■♠❛❣❡ ❡t ♠é✲
tr♦❧♦❣✐❡✱ ●❉❘ ■❙■❙✱ ✷✼ ❥❛♥✈✐❡r✱ ✷✵✵✻✱ ❇♦r❞❡❛✉①✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✵✻✳
❬✺✾❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡♥❞✉ ❞❡ ✈✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳
■♥ ✶❡r❡ ❏♦✉r♥é❡ ❞✉ ●❚ ✧▼✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ▼✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✧ ❞✉ ●❉❘ ❘♦❜♦✲
t✐q✉❡✱ P❛r✐s✱ ✶✻ ♠❛rs✱ ✷✵✵✼✳
❬✻✵❪ ❙♦✉♥❦❛❧♦ ❉❡♠❜é❧é✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❡ ♠✐❝r♦❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳ ■♥ ❏♦✉r✲
♥é❡s t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆■P✲P❘■▼❊❈❆ ✧❉❡ ❧❛ ♠❛❝r♦ ✈❡rs ❧❛ ♠✐❝r♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✧✱
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P✐❛t✳ ▼✐❝r♦❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ♣❛r ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts ✈✐s✉❡❧s✳ ■♥ ✻❡s ❥♦✉r♥é❡s ♥❛t✐♦✲
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t❤é✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ♥♦✈❡❧ ✈✐❡✇ ❜② ❜❛❝❦✇❛r❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t❡♥s♦r ❜❛s❡❞
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❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♥ s❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♣❞❛✳ ■♥ ❆t❡❧✐❡r
❝♦♥❥♦✐♥t ❞❡s ●❉❘ ▼❡❝❛♥♦ ❡t ▼❈■▼❙ s✉r ▼❡s✉r❡s ❞❡ ❝❤❛♠♣s✱ ✾✲✶✵ ❞é❝❡♠❜r❡
✷✵✶✵✱ ❇❡s❛♥ç♦♥✱ ✷✵✶✵✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥
r♦❜♦t✐q✉❡
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦✲♠étr✐q✉❡✳
❙❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ r❡♠♦♥t❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✾✵ ❡t ❢❛✐t s✉✐t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠✐❝r♦ str✉❝✲
t✉r❡s ❡t s②stè♠❡s ✭▼❊▼❙ ✶ ❡t ▼❖❊▼❙ ✷✮ ❛✉ t♦✉r♥❛♥t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✱ ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡
❞✬❛♥♥é❡s ♣❧✉tôt✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✉str✐❡✳ ▲❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❡t s②stè♠❡s ♣❛r ❧❡s
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧❡✉r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✈♦✐r❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳
❆ ❝♦té ❞❡ ❝❡s ❝✐❜❧❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡s ❜✐♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ✭❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❞♦♥t ❧❡s ♦✈♦❝②t❡s✮ ♦✉✱ ❡♥ ❝❤✐r✉r❣✐❡✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥ ♣❛r ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ❛❞❛♣tés ✭❡♥❞♦s❝♦♣❡s ♦✉ ❝❛t❤ét❡rs✮✳
❙❡❧♦♥ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❨♦❧❡ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ♣✉❜❧✐é❡ ❝❡tt❡ ❛♥♥é❡ ❬✶✽✸❪✱ ❧❡
❝❤✐✛r❡ ❞✬❛✛❛✐r❡s ❞✉ ♠❛r❝❤é ❞❡s ♠✐❝r♦✲s②stè♠❡s ❛ été ❡♥ ✷✵✶✶ ❞❡ ✶✵ ▼✐❧❧✐❛r❞s ❞❡
❉♦❧❧❛rs r❡♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✶✳ ✐♥❞✉str✐❡ ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✱ ❛♣♣❛r❡✐❧s ♥♦♠❛❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✭✺✵✪✮✱
✷✳ ✐♥❞✉str✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ✭✶✺✪✮✱
✸✳ r❡st❡✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ❞é❢❡♥s❡✱ ✳✳✳ ✭✸✺✪✮✳
▲❡s ✈❡♥t❡s ❞✉ ♠❛r❝❤é ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ s♦♥t ❝♦♥❝❡♥tré❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ q✉❛tr❡ ♣r♦❞✉✐ts ✿
❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡s✱ ❣②r♦s❝♦♣❡s✱ ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡s ❡t ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❡st✐♠❡ ❧❡ ♣❛✲
❝❦❛❣✐♥❣✱ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❡t ❧❡ t❡st à ✹✵✪ ❞✉ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✜♥✐✳ ❊❧❧❡ ♠♦♥tr❡
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❡st à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣✉❝❡s✱ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ✇❛❢❡r ✭❞♦♥t ❧❡ ❚❙❱ ✸✮
✶✳ ▼✐❝r♦ ❊❧❡❝tr♦ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠
✷✳ ▼✐❝r♦ ❖♣t♦ ❊❧❡❝tr♦ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙②st❡♠
✸✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❙✐❧✐❝♦♥ ❱✐❛s
✷✾
✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❡t à ✉♥ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❈▼❖❙✳ ❆✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❡
✶✸✪ ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✾✱ ❧❡ ♠❛r❝❤é ❞❡s ♠✐❝r♦s②stè♠❡ ❞é♣❛ss❡r❛✐t ✷✵ ▼✐❧❧✐❛r❞s ❞❡ ❉♦❧❧❛rs
❡♥ ✷✵✶✼✳
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ❡st très ❛❝t✐✈❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥❡
q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ❛♣rès✱ ❧❡s ❡s♣♦✐rs ✐♥❞✉str✐❡❧s s✉s❝✐tés s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ très ♥✉❛♥✲
❝és ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ❛✉ t②♣❡ ✷❉✱ ✷❉ ✶✴✷ t♦✉t ❛✉ ♣❧✉s✱ ❡t ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❞ ❤♦❝ ❝♦♥t♦✉r♥❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡
str✉❝t✉r❡s ❡t s②stè♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♠❛r❝❤é ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ✇❛❢❡r ❬✶✼✹❪✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉rr✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❞ ❤♦❝
❞❡ s❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❬✽✽❪✱ ❬✶✽✻❪✱ ❬✶✶✶❪✱ ❬✶✶✾❪✱ ❬✶✻✶❪✱ ❬✷✵✶❪✱ ❬✶✾❪✱ ❬✶✾✸❪✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣❡r♠✐s ✿
✕ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣✐é③♦✲
é❧❡❝tr✐❝✐té✱ ❧✬é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡ ♦✉ ❧✬é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✱
✕ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥t✱
✕ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❡♥ ❞❡ ♠✐❝r♦r♦❜♦ts ❛✉❥♦✉r✲
❞✬❤✉✐ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐sés✱
✕ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r à r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ♠✐❝r♦✲r♦❜♦ts ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❞❡s s②stè♠❡s ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝rèt❡s ❞❡ t②♣❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ♣❛r✐ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s②stè♠❡ ✉♥❡ q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ♣❧✉s
tôt✱ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ét❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❜✐❡♥ ❧♦✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉①✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✿ ♠❛♥✉❡❧ ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ❡st té❧é✲♦♣éré ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛♣t✐q✉❡✱ ❡t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ ❛✉t♦♥♦♠✐❡ à ❧❛
s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦✉ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ❖♥
tr♦✉✈❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ♠❛r✐❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s✳ ❚♦✉s ❝❡s
♠♦❞❡s ❢♦♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❞❡❣rés ❞✐✈❡rs à ❧❛ ♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ q✉✐ s❡ ❞é❝❧✐♥❡ ❡♥
✐♠❛❣❡r✐❡✱ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳
✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲
r♦❜♦t✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬÷✉✐❧ ❛✉ ♣♦♥❝t✉♠ ♣r♦①✐♠✉♠ ✹✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ ✷✺ ❝♠✳ P♦✉r ✉♥ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✵✳✵✷➦✱
❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵ µ♠✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥
❣r❛✐♥ ❞❡ s❛❜❧❡ ✭❬✶✽✼❪✮✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ❛❞♠✐s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡s ❞❡
✺✵✵ µ♠ à ✺✵ µ♠ ❝♦♠♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s
ét❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
✹✳ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ♥❡tt❡
✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡ ✸✶
▲✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬÷✉✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣♦s❡ ❝❧❛✐✲
r❡♠❡♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡
♦✉ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❡t ❝❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s t♦❧ér❛♥❝❡s
❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆ ❝❡tt❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♦♥ r❡st❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❧♦✐s ♣❤②s✐q✉❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ■❧ ② ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ q✉✐ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t très é❧❡✈é
s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡
✈♦❧✉♠❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮ ✭ ❬✶✽✻❪✮✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡✈✐❡♥t ❧❛
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t s♣ér✐q✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✶✵ µ♠✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥
r❛②♦♥ ✭❞✬❛♣rès ❬✶✽✻❪✮✳
❙♦✐t ✉♥ ♦❜❥❡t ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡✱ ❢♦r❝é♠❡♥t ❞✐s♣♦sé ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♦❜❥❡ts✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té Fgra ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❢♦r❝❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st s♦✉♠✐s ✿
Fgra = V ρg ✭✷✳✶✮
❛✈❡❝ ✿
✕ V ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱
✕ g ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r✱
✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷
✕ ρ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳
▲❡s ❢♦r❝❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s s♦♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❧✉s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✿ ❢♦r❝❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡✱ ❢♦r❝❡
é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡✱ ❢♦r❝❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ ♠é♥✐sq✉❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❢❛✐s❛♥t
✉♥ ❛♥❣❧❡ θ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ▼é♥✐sq✉❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ♣❧❛♥✳
❙♦✐t γ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✲❛✐r ✭❧✬♦❜❥❡t ❡st s✉♣♣♦sé ❞❛♥s
❧✬❛✐r✮✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ Fcap à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à γ
❡t cos θ ✿
Fcap ∝ γ cos θ ✭✷✳✷✮
❯♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♦❜❥❡t ✈❛ ❛✈♦✐r ♣♦✉r ❡✛❡t ❞✬❛♣❧❛t✐r ❧❡ ♠é✲
♥✐sq✉❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r θ ✈❡rs ✵ ✿ ❞♦♥❝ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r Fcap ❥✉sq✉✬à ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠
❛tt❡✐❣♥❛♥t ✻ m◆✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ r❡tr❛✐t ✈❛ ❛✉❣♠❡♥t❡r θ ✈❡rs pi
2
✿
❞♦♥❝ ❛♥♥✉❧❡r Fcap✳
▲❛ ❢♦r❝❡ é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡ Fels ❡♥tr❡ ❧✬♦❜❥❡t ❝✐❜❧❡ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ♦❜❥❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡s à ❧❡✉rs
s✉r❢❛❝❡s ✿
Fels =
q1q2
4πǫ0a2
✭✷✳✸✮
❛✈❡❝ ✿
✕ q1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t q2✮ ❧❡s ❝❤❛r❣❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❝✐❜❧❡ ✭ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧✬❛✉tr❡ ♦❜❥❡t✮✱
✕ a ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s✱
✕ ǫ0 ❧❛ ♣❡r♠✐tt✐✈✐té ❞✉ ✈✐❞❡✳
■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s q1 ❡t q2 ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥✳
▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s Fvdw ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ t♦✉t ❛✉tr❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
❝ré❡♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ❊❧❧❡
✷✳✸ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✸✸
s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ w(a) ♣❛r ✿
Fvdw = −
dw(a)
da
✭✷✳✹✮
w(a) s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ♠❛tér✐❛✉①✳
❆ ❝❡s q✉❛tr❡ ❢♦r❝❡s ❞✬❛❞❤és✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡
❝♦♥t❛❝t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❡♥
r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❢r❛❣✐❧✐té✳
❚♦✉t❡s ❝❡s ❢♦r❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❛♥s ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
▲❡s ré❢ér❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s ✿ ❬✼✺❪✱ ❬✶✽✻❪✱ ❬✶✾❪✳
✷✳✸ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ tr♦✐s ♦♣ér❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ sé✲
q✉❡♥t✐❡❧❧❡ ✿
✕ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✱
✕ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✱
✕ ❧❡ ❧â❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r✐s❡ ❡t ❧â❝❤❡r s♦♥t ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❡t ❡❧❧❡s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❜✐❡♥ ét✉❞✐é❡s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❤✐st♦r✐q✉❡✱ ❤ér✐té❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❛❝t ♠é❝❛♥✐q✉❡
❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ❖♥ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés ❞é❝r✐t❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ▲❡s ❢♦r❝❡s ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡✱ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❡t ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❛✉r♦♥t
t❡♥❞❛♥❝❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ❥✉sq✉✬à r❡♥❞r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
s♦♥ ❧â❝❤❡r ✭✜❣✉r❡ ✷✳✸✮✳
P♦✉r ② r❡♠é❞✐❡r✱ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s
❞✬❛❞❤és✐♦♥ ✿ ré❞✉✐r❡ ❧✬❤✉♠✐❞✐té ❡♥ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧✬❤②❣r♦♠étr✐❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s
s✉r❢❛❝❡s ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ét❛ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s ✐♠♣✉❧✲
s✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♣✐♥❝❡✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡ ❛✉r❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à r❡♣♦✉ss❡r ❧❛ ❝✐❜❧❡
✭✜❣✉r❡ ✷✳✹✮ ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐st❡r ❡♥ ✉♥❡ é✈❛❝✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s
❛✉① s✉r❢❛❝❡s ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♠é❞✐❛ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❛✉ ❜❡s♦✐♥ ✿ ❛s♣✐r❛t✐♦♥✴❡①♣✐r❛t✐♦♥ ❞✬❛✐r✱ ❣❡❧✴❞é❣❡❧ ❞❡
✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ♣✐♥❝❡ à ❝♦♥t❛❝t✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ➱❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡ ♣♦✉ss❛♥t ❧❛ ❝✐❜❧❡✳
✷✳✹ ▲❛ ♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ✸✺
❣♦✉tt❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡✱ ❛♣♣♦rt✴❡♥❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛r❣❡s✱ ✳✳✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s❛♥s ❝♦♥t❛❝t ♠é❝❛♥✐q✉❡
❞✐r❡❝t ✿
✕ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐❜❧❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱
✕ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐❜❧❡s ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡s ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭❞✐✲
é❧❡❝tr♦♣❤♦rès❡✮✱
✕ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐❜❧❡s ❞✐é❧❡❝tr✐q✉❡s ♣❛r ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧❛s❡r✱
✕ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐❜❧❡s ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❤✐✲
♠✐q✉❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✭♣❍ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❈❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ❛✉t♦✲❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛✲
t✉r❡✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉❛❧✐✜é❡s ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ r♦❜♦t✐q✉❡✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❣é♥ér❡r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t
✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♥✐✈❡❛✉ r❡q✉✐s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✳
❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s
ré❢ér❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❬✽✽❪✱ ❬✶✻✶❪ ❬✶✾❪✳
✷✳✹ ▲❛ ♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r é❧❛r❣✐r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ❞❡✉① s♣é❝✐❛❧✐tés ♦✉ ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♦r✐❣✐♥❛❧❡s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥♥✉s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✿ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ✉♥❡ s❝è♥❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s
♣❛r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✲ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳
❆ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ r♦❜♦t✱ ❧❡ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ❣é♥ér✐q✉❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♠é❝❛✲
♥✐q✉❡✱ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✱ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ♣r♦♣r✐♦❝❡♣t✐❢s ❡t ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t q✉❛❧✐✜❡r ❞❡ ❜❛s ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧✬✐♠❛✲
❣❡r✐❡ ❡t ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❛♣t❡✉r ❡①tér♦❝❡♣t✐❢✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥térêts s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
❊❧❧❡ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❝❛s❝❛❞❡ à ❧✬✐♠♣❛❝t très ♣♦s✐t✐❢ s✉r ❧❛ r❛♣✐❞✐té
❡t ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❜♦✉❝❧❡ ❜❛s ♥✐✈❡❛✉✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❛❝t✐❢s ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés
♣❛r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ③♦♥❡ ♠♦rt❡✱ ❤②stér❡s✐s✱ ❞ér✐✈❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ✳✳✳
❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❣✐r ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✺✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡✱ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ♣♦s❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ tr✐✈✐❛❧❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡
❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❤étér♦❣è♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ sûr❡✳
✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❯♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ❝♦♥s✐❞éré ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s②stè♠❡✳
✷✳✺ ◆♦tr❡ ❛♠❜✐t✐♦♥
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✺✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉é ❛✉ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ❡♥
❛♥✐♠❛♥t ❧❛ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✏▼✐❝r♦r♦❜♦t✐q✉❡ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡✑ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❧♦❝❛❧ ✭❇❡s❛♥✲
ç♦♥✮ ❡t ♥❛t✐♦♥❛❧ ✭❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ❛✉tr❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s✮✳ ❊❧❧❡ ✈✐s❛✐t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
♠✐❝r♦✲r♦❜♦ts ❡♠❜❛rq✉❛♥t ❧❡✉rs éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ é♠❡r❣❡r ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐❢ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ♥é✲
❝❡ss✐té ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à t♦✉t
✐♥st❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦ts ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❖r ❝❡tt❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡t ❧❛ ✈✐s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛❧♦rs ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦✉s ♦r✐❡♥t❡r s✉r ❧❛ ♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳
❊♥ ✶✾✾✽✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ é♠❡r❣❡❛✐t à ♣❡✐♥❡ ✿
✕ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✺ ❙❛t♦ ❡t ❛❧✳✱ ❛✉ ❏❛♣♦♥✱ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ♣✉❜❧✐❡r s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ r❡t♦✉r ✈✐s✉❡❧ ♣❛r ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❬✼✻❪✱ ❬✾✶❪ ❀
✕ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✼✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❏❛❝q✉❡s ❏❛❝♦t
❡♥ ❙✉✐ss❡ s✉r ❧❡ r❡t♦✉r ✈✐s✉❡❧ ♣❛r ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ♣♦✉r ❛ss❡♠❜❧❡r ✉♥
♠✐❝r♦♠♦t❡✉r ❬✽✸❪✱ ❬✽✾❪✱ ❬✽✺❪ ❀
✕ ❡♥ ✶✾✾✽✱ ❋❡❞❞❡♠❛ ❡t ❛❧✳ ❛✉① ❯❙❆✱ ♣✉❜❧✐❡♥t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ✐♥tér❡s✲
s❛♥t ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❈❆❖ ❡♥ ❛ss❡r✈✐ss❡✲
♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ à ❞❡s ✜♥s ❞❡ ♠✐❝r♦✲❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❬✽✼❪ ❀
✕ ❡♥ ✶✾✾✽ ♥♦✉s ♣✉❜❧✐♦♥s ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛♣✐❡r s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❢r❛♥❣❡s ❀
✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✼
✕ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✾ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥ s✉r ❧✬ét❛✲
❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ❬✾✺❪✱ ❧❡ ♠✐❝r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❛ss❡r✈✐s✲
s❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❬✾✹❪✱ ❧❡ r❡t♦✉r ❞❡ ❢♦r❝❡ ❡t ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛✲
t✐♦♥ ❬✷✵✷❪ ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ♣❛r ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❬✾✷❪ ❀
✕ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✾✾ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❙❡r❣❡❥
❋❛t✐❦♦✇ ❬✾✵❪✳
❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ r❡❧❛t❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ◆♦tr❡ ❛♠❜✐t✐♦♥✱ ❞ès ❧❡
❞é♣❛rt✱ ❛ été ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣é à ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✿
❝♦♥tr✐❜✉❡r ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❡♥ ❢❛✐r❡
✉♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ ❝❧é ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ❡♥ ❝✐❜❧❛♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳
▲❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❡t ét✉❞✐é❡s s❡ ❞é❝❧✐♥❡♥t ❡♥ tr♦✐s
♣❛rt✐❡s ✿
✕ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱
✕ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s r♦❜✉st❡s
❡t r❛♣✐❞❡s✱
✕ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❡t ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ♣ré❝✐s❡s ❡t r♦❜✉st❡s ❛✉① ❛❧é❛s✳
✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦s
r❡❝❤❡r❝❤❡s ✿ ❧❛ ♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠❛r✐❛❣❡ ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❡♥tr❡ ✈✐✲
s✐♦♥ ❡t r♦❜♦t✐q✉❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s
❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳ ▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ✈♦♥t
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s à ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❞❡✈❡♥✐r ✉♥ ❛❝t❡✉r r❡❝♦♥♥✉
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ■❧s s❡ ❞é❝❧✐♥❡♥t ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡✱ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t
✈✐s✉❡❧✳
✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
■♠❛❣❡r✐❡
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♠❛❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡✮ ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♥✬❡st
q✉✬✉♥❡ ♦♣t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é❧❛r❣✐r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡
❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✳ ❉❡✉① r❛✐s♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡t ét❛t
❞❡ ❢❛✐t✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❛✐s♦♥ t✐❡♥t à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡✱ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡
à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝✐❜❧és ✿ ✷✵✵ n♠ ♣♦✉r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ✶ n♠ ♣♦✉r ❧❡
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ r❡♥❞ ✈✐s✐❜❧❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❡s ♣✐è❝❡s
q✉❡ ❧❡s ♣✐♥❝❡s ❞❡st✐♥é❡s à ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ▲❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭÷✉✐❧
❤✉♠❛✐♥✱ ❞ét❡❝t❡✉r ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❞ét❡❝t❡✉r ✉❧tr❛✲s♦♥♦r❡ ♦✉ ✐♥❢r❛✲r♦✉❣❡✮ s♦♥t ❧♦✐♥s
❞❡ ❝❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥tr❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ t✐❡♥t à ❧❛
r✐❝❤❡ss❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐s♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♦✉ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❡t
✉♥❡ ♣✐♥❝❡✱ ❧✬ét❛t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t✱ ✳✳✳ ❉✬✉♥ ✢♦t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r
❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬✉♥❡ ♣✐♥❝❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✱
❡t❝✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r à ❡st✐♠❡r
❞✬❛✉tr❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❧✬❡✛♦rt ♥♦t❛♠♠❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ♣♦✉tr❡✱
s♦✉♠✐s❡ à ❞❡s ❡✛♦rts ❞❡ ✢❡①✐♦♥✱ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é✲
❝❛♥✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❧❡ ♣r♦✜❧
❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ♣♦✉tr❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ ✿ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❝❛♣t❡✉r ❞✬❡✛♦rt✳
❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❇r❛❞❧❡② ❏✳ ◆❡❧s♦♥ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❬✾✹❪✱ ❬✶✵✻❪✱ ❬✷✵✷❪✱ ❬✶✵✷❪✱ ❬✶✷✾❪✮✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t✐ré❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s
s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♦✉ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❀ ❡❧❧❡s
s♦♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ♦✉ té❧é♦♣éré❡✳
✸✾
✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
▲✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ q✉❛❧✐té ❡t ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡✳ ▲❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝❧é ❞✉ s✉❝❝ès ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡t ❞❡
s♦♥ ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳
✸✳✷ ❉❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t②♣❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ s♦♥t ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✮
✭❬✶✶✵❪✱ ❬✶✽✽❪✱ ❬✷✵✶❪✮ ✿
✶✳ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣r♦✈✐❡♥t
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❤♦t♦♥s ✿ ❝❛♠ér❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡✱
✷✳ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ à ❜❛s❡ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ♦ù ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ✿ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ✭▼❊❇✮✱
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❚❊▼✮✱
✸✳ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ à s♦♥❞❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦ù ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
s♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ✿ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ à ❢♦r❝❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✭❆❋▼✮✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ à
❡✛❡t t✉♥♥❡❧ ✭❙❚▼✮✱ s♦♥❞❡ ❛t♦♠✐q✉❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭❚❆P✮✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡r✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✱ ❧❛ ❝❛♠ér❛ à têt❡ ❞é♣♦rté❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s
✭✜❜r♦s❝♦♣❡✮✱ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭❬✶✶✵❪✮✳
▲❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ✭♣❤♦t♦♥✐q✉❡✮ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡ ❧❛
♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡✳ ❙♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭✷✵✵ n♠✮✱ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭♠✐❧✐❡✉ ❛♠❜✐❛♥t✱ ❤✉♠✐❞❡✱ ❧✐q✉✐❞❡ ❡t ✈✐❞❡✮ ❡t s❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
✭❝♦ût ❛❜♦r❞❛❜❧❡✱ r♦❜✉st❡ss❡✮ ❡♥ ❢♦♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ q✉❛s✐♠❡♥t ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡✳ ❈✬❡st
❞❡ ❧♦✐♥ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡✳ ■❧ ❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝♦♥tr❡ ❧✉✐ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❖♥ ❧❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ✿
✕ ❇r❛❞❧❡② ❏✳ ◆❡❧s♦♥ ❛✉① ❯❙❆ ❡t ❡♥ ❙✉✐ss❡ ✭❬✾✹❪✱ ❬✶✵✻❪✱ ❬✷✵✷❪✱ ❬✶✵✷❪✱ ❬✶✷✺❪✱ ❬✶✺✵❪✱
❬✶✼✽❪✮✱
✕ ❑✳■✳❙✳❚✳ ✶ ❡♥ ❈♦ré❡ ✭❬✶✵✾❪✱ ❬✶✶✽❪✱ ❬✶✶✼❪✱ ❬✶✺✹❪✮✱
✕ ❍✳■✳❚✳ ✷ ❡♥ ❈❤✐♥❡ ✭❬✶✷✻❪✱ ❬✶✹✼❪✮✱
✕ ◆✐❝♦❧❛s ❉❡❝❤❡✈ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❚♦r♦♥t♦ ✭❬✶✷✼❪✮
✕ ✳✳✳
▲❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ❛ ✉♥ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶
n♠✱ ❝❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠❛❣❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦✲♠étr✐q✉❡
✶✳ ❑♦r❡❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
✷✳ ❍❛r❜✐♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
✸✳✷ ❉❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ✹✶
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡r✐❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥ ✭▼❊❇ ✿ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝✲
tr♦♥✐q✉❡ à tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❚❊▼ ✿ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❚❆P ✿ s♦♥❞❡
❛t♦♠✐q✉❡ t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡✮✱ ❞✬❛♣rès ❬✶✽✽❪✳
✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
q✉❡ ♥❛♥♦✲♠étr✐q✉❡ ✿ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦✲
r♦❜♦t✐q✉❡✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣❡✉ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♠✐❝r♦✲
r♦❜♦t✐q✉❡✱ ♦♥ ❧❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ✿
✕ ❙❡r❣❡❥ ❋❛t✐❦♦✇ ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ✭❬✶✹✻❪✱ ❬✶✺✽❪✱ ❬✶✻✻❪✱ ❬✶✻✸❪✱ ❬✶✼✸❪✱ ❬✶✾✷❪✮✱
✕ ❇r❛❞❧❡② ❏✳ ◆❡❧s♦♥ ❡♥ ❙✉✐ss❡ ✭❬✶✼✼❪✮✱
✕ ❚♦s❤✐♦ ❋✉❦✉❞❛ ❛✉ ❏❛♣♦♥ ✭❬✶✼✾❪✱ ❬✶✽✶❪✮✱
✕ ❨♦t❛r♦ ❍❛t❛♠✉r❛ ❛✉ ❏❛♣♦♥ ✭❬✼✻❪✱ ❬✾✸❪✮✱
✕ ❚♦♠♦♠❛s❛ ❙❛t♦ ✭❬✾✶❪✱ ❬✶✸✵❪✮✱
✕ ✳✳✳
▲❡ ✜❜r♦s❝♦♣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s ❧❡♥t✐❧❧és ❛✉① ❞❡✉①
❡①tré♠✐tés✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ s✐t✉é❡
♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❙♦♥ ✐♥térêt ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞❡✉① ✐♠❛❣❡r✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡st ❧❡ ❢❛✐❜❧❡
❡♥❝♦♠❜r❡♠❡♥t ❞❡ s❛ têt❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡
♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s✳ ■❧ ❡st ♣❡✉ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ✿
✕ ❚♦❤②❛♠❛ ❡t s❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❛✉ ❏❛♣♦♥ ✭❬✶✵✺❪✱ ❬✶✵✹❪✮ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ✜❜r♦✲
s❝♦♣❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❧❡✉r s❝è♥❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱
✕ ▼✳ ❲❡❝❦ ❡t ❈✳ P❡s❝❤❦❡ ❡♥ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ✜❜r♦s❝♦♣❡ ❝♦♠♠❡ ❝❛♣t❡✉r
❞❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞♦✐❣ts ❞✬✉♥❡ ♣✐♥❝❡ ✭❬✶✸✻❪✮✳
▲❛ ❝❛♠ér❛ ❞❛♥s s♦♥ ❛ss❡rt✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡st ❞♦té❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧✱
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ❧❛r❣❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ s✐
♦♥ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡r✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❈❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ✉t✐❧❡s ❡♥ ♠✐❝r♦✲
r♦❜♦t✐q✉❡ ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té✳ ▲❛ ❝❛♠ér❛
s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❞é❧✐✈r❡ ❞❡s ✈✉❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❡♥
❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡s ✈✉❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳
P❧✉s✐❡✉rs ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t✐rés ❞❡ ❝❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉❝❝✐♥❝t✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡s ✐♠❛❣❡r✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✿ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
♦♣t✐q✉❡✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡✱ ✜❜r♦s❝♦♣❡✱ ❝❛♠ér❛✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ t②♣❡
❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡st ❞✐❝té ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝✐❜❧és✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t
❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ s♦✉❤❛✐té✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡r✐❡s s♦♥t ♠ê♠❡s s♦✉✈❡♥t ❝♦♠❜✐♥é❡s ♣♦✉r
❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝❛♠ér❛ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s
✐♠❛❣❡r✐❡s✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✈✐❡♥t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ét❛❜❧✐t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✿ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
♦♣t✐q✉❡ ❡st ❧✬❡♠❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡✳
▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❢réq✉❡♥t❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✭❛✉
❞❡ss✉s✱ ❡♥ ❞❡ss♦✉s✱ ❞❡ ❝♦té✮ ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉r ❧❛ s❝è♥❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✿ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✈✉❡ ♦✉ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧✳ ❈❡s ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts ♥♦✉s
✸✳✸ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✹✸
♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s à ✉♥ ♦✉ ❞❡✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❡t ❞♦♥❝ à
ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❧❡s ✐♠❛❣❡r✐❡s ♦♣t✐q✉❡ ❡t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳
✸✳✸ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡s
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ♦♣t✐q✉❡s ❡①♣❧♦✐t❛♥t t❡❧ ♦✉ t❡❧ ❛s✲
♣❡❝t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✲♠❛t✐èr❡ ✿ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ à ❝♦♥tr❛st❡✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ à ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
❝♦♥❢♦❝❛❧ ✭❬✶✾✵❪✮✳ ▲❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣r❡sq✉❡ ❡①❝❧✉s✐✲
✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐♦✲♠é❞✐❝❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
❡♥ ré✢❡①✐♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦✉✈é ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
❡t ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱
❞✬♦ù ❧❛ ❝✐r❝♦♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ré✢❡①✐♦♥ à ❝❡❧✉✐✲❝✐✳
❊♥ t❛♥t q✉❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞
✭❬✶✾✵❪✮ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✮ ✿
✕ ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❜❧❛♥❝❤❡✱
✕ ✉♥ ♣♦rt❡✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱
✕ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❢♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r✱
✕ ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ à ❝❛♣t❡✉r ♠❛tr✐❝✐❡❧ ❝♦♥✈❡rt✐ss❛♥t ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ s✐❣♥❛❧ é❧❡❝✲
tr✐q✉❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❡t ♥✉♠ér✐sé ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧✬✐♠❛❣❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥✳
▲✬é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ❡t ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♠✲
♣✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡♥t✐❧❧❡s✳ ■❧ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡✐❧ t❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭❛❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t✱ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡✱ ✳✳✳✮ q✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✭❞✐st♦rs✐♦♥✱ ❛❜❡r✲
r❛t✐♦♥✱ ✳✳✳✮✳
▲❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ♣❛r
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉r ❞✬✐♠❛❣❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧ ✭❞❡ t②♣❡ ❈❈❉ ♦✉ ❈▼❖❙✮ ✿ ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s✱ ❡t
✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❣é♥érés✳ ■❧ ❝♦♠♣r❡♥❞ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✸✳✸✮ ✿
✕ ✉♥ ❝❛♥♦♥ à é❧❡❝tr♦♥s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡
s♦♥❞❡✱
✕ ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❡✉r ❡t ✉♥ ❞✐❛♣❤r❛❣♠❡ ♣♦✉r ❛✣♥❡r ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉✱
✕ ❞❡s ❜♦❜✐♥❡s ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡✱
✕ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣♦✉r ❢♦❝❛❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ à ✐♠❛❣❡r✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❡✉r ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ s♦♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❞❡s ❜♦❜✐♥❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t✐❢s ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞✬❛♥✲
❝✐❡♥♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳
▲❡ ❣r❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ r❡❧❛t✐❢ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ❡st
❧❡✉r ét❛❧♦♥♥❛❣❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❡t ❞❡
❞ér✐✈❡ ✉t✐❧✐sés✳ P✉✐s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❞é✜♥✐s✱ ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r ét❛♥t
❞♦♥♥é ❧❡s ♣r♦♣r✐étés très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s✳
✸✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ✹✺
✸✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐❞é❛❧❡s
❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t♦✉t❡ s♦✉r❝❡ ♣❤♦t♦♥✐q✉❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❀ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t
♣❛s r❡♠♣❧✐❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞♦✐t
êtr❡ ♣❡t✐t❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡s r❛②♦♥s s♦♥t très ❢❛✐❜❧❡s ❡t
❞♦♥❝ ❧❡s r❛②♦♥s s♦♥t q✉❛s✐ ♥♦r♠❛✉① ❛✉① s✉r❢❛❝❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♦♣t✐q✉❡s ❞✬❡♥tré❡✳
❈❡tt❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ r❡ç✉❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡✳
P♦✉r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♥ ♣ré❢èr❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦✲
❞✉✐t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✬❡♥tré❡ n ♣❛r ❧❡ s✐♥✉s ❞✉ ❞❡♠✐✲❛♥❣❧❡ α
s♦✉s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ✈✉ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❢♦②❡r ❢♦❝❛❧ ♦❜❥❡t ✿
N = n sinα ✭✸✳✶✮
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉ ❞✐❛♣❤r❛❣♠❡ s✐t✉é
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧ ❛rr✐èr❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛❥✉st❛❜❧❡✳ P❧✉s ❧✬♦✉✲
✈❡rt✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t
❞❡ ❝♦♥tr❛st❡✱ ❡t ♣❧✉s ❧❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛❝❝r♦✐ss❛♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥ ♣❛r ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡s ❧❡♥t✐❧❧❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡✱ ❡t✴♦✉ ❡♥ ❛❝❝r♦✐ss❛♥t ❧❡ ❞❡♠✐✲❛♥❣❧❡✱ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ✭❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐♠ètr❡s✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❞❡♠✐✲❛♥❣❧❡
❡st ❞❡ pi
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✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤♦✐① é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss ✦ ■❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡ ♣♦✉r
✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬❛✐r✱ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❞❡ ✵✳✼✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss ❡①✐❣❡ q✉❡ ❧❡s r❛②♦♥s ✉t✐❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡✉① q✉✐
tr❛✈❡rs❡♥t ❧❡ s②stè♠❡✱ s♦✐❡♥t ♣❛r❛①✐❛✉① ✭♣❡✉ ✐♥❝❧✐♥és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ♦♣t✐q✉❡✮✳
❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts à ✐♠❛❣❡r ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣❧❛❝és ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛①❡
♦♣t✐q✉❡ ❡t êtr❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛♥❣❧❡ s♦✉s ❧❡q✉❡❧ ✐❧s s♦♥t
✈✉s ❞❡♣✉✐s ❧❡ s②stè♠❡ ♦✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳
✸✳✹✳✶ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❢❛✐❜❧❡
❈✬❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ●❛✉ss é♥♦♥❝és ❝✐✲❤❛✉t✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s ❝❤✐✛r❡s s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♦♣t✐q✉❡s ❞✉ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✿
✸✹ ♠♠ ♣♦✉r 2×✱ ✻ ♠♠ ♣♦✉r 100×✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
q✉❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♣✉✐ss❡♥t ❛❝❝é❞❡r ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡t ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡
✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣♦s❡r✳
✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
✸✳✹✳✷ Pr♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❢❛✐❜❧❡
▲❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✸ tr❛❞✉✐t ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
✐♠❛❣❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♣❧❛❝❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥❡tt❡ s✉r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ Dof ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✉
❢❛✐s❝❡❛✉ ❡♥tr❛♥t ✭❬✶✺✵❪✮ ✿
Dof = n
λ
N2
✭✸✳✷✮
♦ù λ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✳
❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈✐❞é♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
✭❛✐r✱ ❧✉♠✐èr❡ ✈✐s✐❜❧❡✱ ❣r❛♥❞❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✮✱ ❧❛
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❛♣♣❛r❛ît ❢❛✐❜❧❡ ✈♦✐r❡ très ❢❛✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ❝❛♠ér❛ 1/2” ❞❡ ✶✵✷✹ × ✼✻✽ ♣✐①❡❧s✱
❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ 10× ❞❛♥s ❧✬❛✐r ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ✈✐s✐❜❧❡ ✭r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✈✐♦❧❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ é❣❛❧❡ à ✹✵✵ µ♠✮ ❝♦♥❞✉✐t
à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✳✺ µ♠ ✳ ❖♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❢❛❝❡ à ✉♥ ❞✐❧❡♠♠❡ rés♦❧✉t✐♦♥✲
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✿ ❧❡s ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡✉rs é✈♦❧✉❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡s ♦♣♣♦sé❡s✳ ❆✐♥s✐✱
✐❧ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✸✳✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❊✛❡t ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✿ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ✸❉ ♥✬❡st
❥❛♠❛✐s ♥❡t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✳
❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ❞❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✹ ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥❡tt❡✳ ■❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡
♥❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❈❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✉r✳
✸✳✹✳✸ ●r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡
▲❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧ Γ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t L′ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t L ✿
✸✳ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✜❡❧❞ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s
✹✳ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❢♦❝✉s ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s
✸✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ✹✼
Γ =
L′
L
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▲❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ét❛♥t ♣❛r
❛✐❧❧❡✉rs s✉♣♣♦sé ❝❡♥tré ✺✳ ❈❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞é♣❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣t✐q✉❡ ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ❧❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ♦❜t❡♥✉
♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳
❊♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉❡ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t✱
❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❢♦r♠é❡ s✉r ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❡t ❡st ♦❜s❡r✈é❡ s✉r ✉♥ é❝r❛♥✳ ▲✬♦❜❥❡t ❡st ❛✐♥s✐
❛❣r❛♥❞✐ ❞❡✉① ❢♦✐s ✿ ✉♥ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ♣r✐♠❛✐r❡ Γp ❞û à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ✉♥ ❣r❛♥❞✐s✲
s❡♠❡♥t s❡❝♦♥❞❛✐r❡ Γs ❞û ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t Γ ❞✉
s②stè♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥ts ✿
Γ = ΓpΓs ✭✸✳✹✮
▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡✱ ❞❡ ❢❛✐t✱ ❝❡❧✉✐ ♣❛r ❧✬♦❝✉❧❛✐r❡✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❧❡♥t✐❧❧❡ ♠✐♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ✭❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❉❡s❝❛rt❡s✮ ❧✐❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ f ✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡ tr❛✈❛✐❧ d ✭❞✐st❛♥❝❡ ♦❜❥❡t✲❧❡♥t✐❧❧❡ ❢r♦♥t❛❧❡✮ ❡t ❧❡ t✐r❛❣❡ t ✭❞✐st❛♥❝❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❛rr✐èr❡
✲ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡✮ ✿
1
f
=
1
t
+
1
d
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❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ♣❛r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ❣r❛♥❞✐ss❡✲
♠❡♥t ✿
Γ =
t
d
=
f
d− f
✭✸✳✻✮
❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ t✐r❛❣❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ✭❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t à ❧✬✐♥✜♥✐✮✱ ❧❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❝❡tt❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ❡st ❞✬à ♣❡✐♥❡ q✉❡❧q✉❡s
♠✐❧❧✐♠ètr❡s✳
✺✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦✉ ❛①✐❛❧ ♣❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❧♦♥❣✐✲
t✉❞✐♥❛❧❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
✸✳✹✳✹ P♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t rés♦❧✉t✐♦♥ s✉❜✲♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡s
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ R ❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞ét❛✐❧ ❧✐♠✐t❡ q✉❡ ♣❡✉t ré✈é❧❡r
❧❡s ✐♠❛❣❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡✱
✐❧ ❛rr✐✈❡ ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ à ❧✬❛①❡ ♦♣t✐q✉❡✮
♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ t❛❝❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❛✐s ✉♥❡ t❛❝❤❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡♥t♦✉ré❡ ❞❡ tr♦✐s ❛♥♥❡❛✉① q✉❡
❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❛❝❤❡ ❞✬❆✐r② ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✿
SAiry =
λ
N2
✭✸✳✼✮
■❧ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❛✉ss✐ ♣ré❢èr❡ t✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ Rpwr q✉✐ s♣é❝✐✜❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ s②s✲
tè♠❡ à ❢♦r♠❡r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s sé♣❛ré❡s ❞❡ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s sé♣❛ré❡s ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❞❡✉① t❛❝❤❡s ❞✬❆✐r② ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠♦❞✐té ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡
❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① t❛❝❤❡s s♦♥t rés♦❧✉❡s s✐ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞✬é❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ t❛❝❤❡ s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❉❛♥s ❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ✈❛✉t ✭❬✶✺✵❪✮ ✿
Rpwr = 0.47
λ
N
✭✸✳✽✮
▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐s✐❜❧❡ ét❛♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✵✵ ♥♠ ✭✈✐♦❧❡t✮
❡t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✶ ❞❛♥s ❧✬❛✐r✱ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✿ ✵✳✷ µ♠✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ R ❡t ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ Rpwr s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥
s❛✐t ✐♠❛❣❡r ❞❡s ❜✐❧❧❡s ❞❡ P♦❧②st②rè♥❡ ❞❡ ✵✳✶✸ µ♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s
❧❡s rés♦✉❞r❡ ✭sé♣❛r❡r✮ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❞✐st✐♥❣✉❡r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❬✷✵✸❪✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐è❝❡s ❡t ❥✉st✐✜❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛ss✐✈❡✳ ❊❧❧❡
❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✐é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ r ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r q✉✐ ❡♥ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t
❝❡♥tr❛❧✳ ❈❡ ❝❛♣t❡✉r ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s
♣❤♦t♦s❡♥s✐❜❧❡s ❛♣♣❡❧é❡s ♣❤♦t♦s✐t❡s q✉✐ s♦♥t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s ❡♥ ♣✐①❡❧s ✐♠❛❣❡✳ ▲❛
❧✉♠✐èr❡ ❝♦❧❧❡❝té❡ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♣❤♦t♦s✐t❡ ❡st ❝♦♥✈❡rt✐❡ ❡♥ s✐❣♥❛❧ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❆✉❥♦✉r✲
❞✬❤✉✐ ❧❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ♣✐①❡❧s
q✉❛s✐ ❝❛rrés ❞♦♥t ❧❡ ❝♦té ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✺ µ♠✳ ▲❡s ♣✐①❡❧s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉① ♣❤♦t♦s✐t❡s✳
✸✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ✹✾
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ r ♣❛r ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ Spixel ✿
r = 2Spixel ✭✸✳✾✮
▲❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t Γ ét❛❜❧✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
R ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ r ✿
R =
r
Γ
✭✸✳✶✵✮
▲❛ ❝❛♠ér❛ ❞é❧✐✈r❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥✬❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r q✉❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉①✳ P♦✉r ❛❝❝é❞❡r ❛✉① ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦✉ ❧❡ r❡❧✐❡❢✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡
❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛❞❛♣té❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ stéré♦✈✐s✐♦♥ à ✉♥❡ ♦✉
♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s✳
✸✳✹✳✺ ❈♦♥tr❛st❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ✐♥st❛❜❧❡
▲❡ ❝♦♥tr❛st❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é à
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ♣❤♦t♦♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡
♦❜t❡♥✉❡ s❡r❛ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ❛❜s♦r❜❛♥t✱ ré✢é❝❤✐s✲
s❛♥t✱ ♣❤♦s♣❤♦r❡s❝❡♥t ♦✉ ✢✉♦r❡s❝❡♥t✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡
❛❞éq✉❛t✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ s✉r✲❡①♣♦sé❡ ♦✉ s♦✉s✲❡①♣♦sé❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛sté❡ ❡t ♦♥
♥❡ ✧✈♦✐t✧ ♣❛s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ ❡①✐st❡♥t ❜❡❧ ❡t ❜✐❡♥✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
sé♣❛r❡r ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡t à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✐♥s✐ t♦✉t❡ ✉♥❡
♣❛♥♦♣❧✐❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✉ ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡s tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❛s✲
♣❡❝ts ✿ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ à ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ à ❝♦♥tr❛st❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥t✐❡❧✱ ✳✳✳
❉❛♥s ✉♥ s❡♥s q✉❛❧✐t❛t✐❢✱ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ tr❛❞✉✐t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡
❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡ ❢♦♥❞✳ ❖♥ ❧❡ q✉❛♥t✐✜❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ✿
Ctr =
∆I
I
=
IB − IS
IB
✭✸✳✶✶✮
❛✈❡❝ IB ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❢♦♥❞ ♦✉ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡t IS ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳
▲❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✿
Ctr ≺
N
Γ
✭✸✳✶✷✮
✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
P❧✉s ❧❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❡st é❧❡✈é✱ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s
♦❜t❡♥✉❡s ❀ ❧❡✉r ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❞✐✣❝✐❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✺✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ■♠❛❣❡s ❞✬✉♥ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ♣❛r ✉♥ ✈✐❞é♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❧❡s ♣✐è❝❡s ♠❡s✉r❡♥t ✹✵✵
µ♠ ① ✹✵✵ µ♠ ♣♦✉r ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ✶✵✵ µ♠ ✿ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✸× ✭❣❛✉❝❤❡✮✱ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t
✼× ✭❞r♦✐t❡✮✳
❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝✐❜❧❡ ✿ ✜❣✉r❡s ✸✳✻ ❡t ✸✳✼✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ✿ ♣✐è❝❡
❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ❡t é❝❧❛✐r❛❣❡ é♣✐s❝♦♣✐q✉❡ ❛①✐❛❧✳
❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ✐♠❛❣❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❡t
♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧✬é❝❧❛✐r❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞♦♥♥❛♥t ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ s❝è♥❡ ❝♦♠✲
♣r❡♥❞ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥❛t✉r❡s ❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦✲
✸✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ✺✶
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❙éq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ✿ ♣✐è❝❡ ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ❡t é❝❧❛✐r❛❣❡ é♣✐s❝♦♣✐q✉❡ ❛①✐❛❧✳
♣r✐étés✱ ✐❧ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à t♦✉t❡s
❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ♣❡rt✉r❜é❡ ♣❛r ❧❡s
é❝❧❛✐r❛❣❡s ♣❛r❛s✐t❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❞✐✈❡rs ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s♣❡♥✲
s❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ s✉r ❧✬é❝❧❛✐r❛❣❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥ç♦✐t ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
✸✳✹✳✻ ❉✐st♦rs✐♦♥ ❡t ❞ér✐✈❡ ❢❛✐❜❧❡s
▲❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ●❛✉ss é♥♦♥❝é❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❡t ❧❡s ❛❜❡rr❛t✐♦♥s
❞❡s ❧❡♥t✐❧❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ▲❡s ❛✉tr❡s
s♦✉r❝❡s ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐s♣❡r✲
s✐♦♥ ❡t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s ❜r✉✐ts ✐♥❤ér❡♥ts à ❧❛
❝❤❛î♥❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ✐♠❛❣❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ st❛t✐q✉❡ ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s✮ ❞❡ ❝❡
❞é❝❛❧❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛
❞ér✐✈❡✳
▲❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡✱ ❧❡s ♣✐①❡❧s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛①❡ ♦♣t✐q✉❡ s♦♥t ♣❡✉ ❞é✈✐és✱ ♣❛r
❝♦♥tr❡✱ ♣❧✉s ♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❛①❡ ♦♣t✐q✉❡ ❡t ♣❧✉s ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣t✐q✉❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ❊♥
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✱ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❞ér✐✈❡✳
✸✳✹✳✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s
♦❜❥❡❝t✐❢s ▼✐t✉t♦②♦ q✉✐ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❞✉ ♠❛r❝❤é✳
✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
●r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t✱ Γ 2× 5× 10× 20× 50× 100×
❖✉✈❡rt✉r❡ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡✱ N
✵✳✵✺✺ ✵✳✶✹ ✵✳✷✽ ✵✳✹✷ ✵✳✺✺ ✵✳✼✵
❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✲
✈❛✐❧✱ d ❬♠♠❪
✸✹ ✸✹ ✸✸✳✺ ✷✵ ✶✸ ✻
❉✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡✱f
❬♠♠❪
✶✵✵ ✹✵ ✷✵ ✶✵ ✹ ✷
P♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉✲
t✐♦♥✱ r ❬µ♠❪
✺ ✷ ✶ ✵✳✼ ✵✳✺ ✵✳✹
Pr♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡
❝❤❛♠♣✱ Dof ❬µ♠❪
✾✶ ✶✹ ✸✳✺ ✶✳✻ ✵✳✾ ✵✳✻
❈❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥
✭❝❛♣t❡✉r ✶✴✷✏✮✱
Fov ❬♠♠×♠♠❪
✸✳✷×✷✳✹ ✶✳✷✽×✵✳✾✻ ✵✳✻✹×✵✳✹✽ ✵✳✸✷×✵✳✷✹ ✵✳✶✸×✵✳✶ ✵✳✵✻×✵✳✵✺
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ▼✐t✉t♦②♦✳
✸✳✺ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡
▲❡ ❜♦♠❜❛r❞❡♠❡♥t ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❛r ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ é♥❡r✲
❣✐❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ q✉❛❧✐✜❡ ❞❡ ♣r✐♠❛✐r❡s✮✱ s♦✉s ✈✐❞❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✱ ♣r♦✈♦q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✽✮ ✿
✕ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✬é❧❡❝✲
tr♦♥s✱ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡s é❧❡❝tr♦♥✲tr♦✉✱ ✳✳✳✮✱
✕ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ✭s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❙❊✱ rétr♦❞✐✛✉sés ❇❙❊✱ tr❛♥s♠✐s ❡t
❆✉❣❡r✮✱
✕ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ✭r❛②♦♥s ❳✱ ❯❱✱ ✈✐s✐❜❧❡✱ ■❘✱ ✳✳✳✮✳
◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬é♥❡r✲
❣✐❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ♣r✐♠❛✐r❡s ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❩ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳
▲❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❛r ❧❛ s♦♥❞❡✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t s♦♥
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✈❡❝ s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t s❡s ✐♥❝♦♥✲
✈é♥✐❡♥ts ✭✜❣✉r❡ ✸✳✾✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡
t♦♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉❡ ❛✉① é❧❡❝tr♦♥s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ s♦♥t ✿
✕ ✉♥ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✭❥✉sq✉✬à ✶✵6×✮✱
✕ ✉♥ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①trê♠❡ ✿ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ✶ n♠ ✭✐❧ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✽✮✱
✕ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡✈é❡✱
✕ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱
✕ ✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❡t ✉♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t très ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡✱
✸✳✺ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ✺✸
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ✲ ♠❛t✐èr❡ ❬❞✬❛♣rès ❬✶✽✽❪❪✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ▲❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ❬❞✬❛♣rès
❬✶✽✽❪❪✳
✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
✕ ✉♥❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱
✕ ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❏❙▼ ✽✷✵ ✭♠❛rq✉❡ ❏❡♦❧✮ ❞✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t✳ ❙❛ s♦✉r❝❡
❞✬é❧❡❝tr♦♥s ✭❝❛♥♦♥✮ ❡st à ❜❛s❡ ❞❡ ✜❧❛♠❡♥t ❞❡ t✉♥❣stè♥❡✳ ❙❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ♣♦✉r
✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ ❞✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✸✵ ❦❱✱ s♦♥t ✿
✕ ✉♥ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✶✵× à ✸✵✵✵✵✵×✱
✕ ✉♥ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✺ ♥♠✱
✕ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣♦✉✈❛♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✾✵✵ ♥♠✱
✕ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✺ ♠♠ à ✺✵ ♠♠✱
✕ ✉♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ✈❛r✐❛♥t ❞❡ à ✶✻ ❞❇ à ✷✶ ❞❇ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✱
✕ ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ✷✵✵ ♣✐①❡❧s ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✸✵ ♠♥✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s à ✺✵✵✵× ♣♦✉r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❏❙▼ ✽✷✵✳
✸✳✻ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡
❉❡s tr❛✈❛✉① ❡①✐st❡♥t s✉r ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❤❡③ ❳✳ ▲✐ ❡♥ ❈❛r♦❧✐♥❡ ❞✉ s✉❞ ❡t ❏✳ ❏ ❖rt❡✉ ❡♥ ❋r❛♥❝❡✳ ❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧✬❛s♣❡❝t t❡♠♣s ré❡❧ ❡t ❛✈♦♥s ❞é❥à ❞é✈❡❧♦♣♣é
tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡✳
▲❛ ❞ér✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣✐①❡❧s✳ ❙♦✐❡♥t
✸✳✻ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ✺✺
I(x, y) ❡t I ′(x, y) ❞❡✉① ❢❡♥êtr❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞é❝❛❧é❡s ❧✬✉♥❡ ♣❛r à
❧✬❛✉tr❡ ❞❡ δ = (δx, δy)⊤ ✿
I ′(x, y) = I(x− δx, y − δy) ✭✸✳✶✸✮
❙♦✐❡♥t F (u, v) ❡t F ′(u, v) ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ I(x, y) ❡t I ′(x, y)✳ ■❧
✈✐❡♥t ✿
F ′(u, v) = F (u, v) exp[−j2π(
u
M
δx +
v
N
δy)] ✭✸✳✶✹✮
❛✈❡❝ M ×N ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✳
▲❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥tr❡ F (u, v) ❡t F ′(u, v) s✬é❝r✐t ✿
R(u, v) =
F (u, v)F ′(u, v)
|F (u, v)F ′(u, v)|
= exp[−j2π(
u
M
δx +
v
N
δy)] ✭✸✳✶✺✮
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ R(u, v) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡
❉✐r❛❝ ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ δ = (δx, δy)⊤✳
▲❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥
❤✐st♦❣r❛♠♠❡ H ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s δx ❡t δy ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✮✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠
❞❡ ❝❡t ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞é✜♥✐ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❣❧♦❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❞é♣❛rt ✭❡❧❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✮ ✿
∆ = (∆x,∆y)
⊤✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
✐♠❛❣❡s ✿ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣✐❝ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s X ❡t Y ✳
✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❏❙▼ ✽✷✵ ❛ ♣❡r♠✐s
❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s
❡t ❞✉ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✷✮✳
▲❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ r❡✈✐❡♥t à ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡✳ ❙♦✐❡♥t
I ❡t I ′ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛
❞ér✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ H ré❞✉✐t❡ à ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱
♣✉✐s ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ I ′ ♣❛r H−1 ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❞❛♥s I ′✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❣❧♦✲
❜❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♣✉✐s à ❧✬❡♥❧❡✈❡r ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡
❝♦✉r❛♥t❡ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❡♥t❡ ♠❛✐s r♦❜✉st❡✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬ét❛t
❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❡st ét❛❜❧✐✱ ♣✉✐s ✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❝♦rr✐❣❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ♠❡s✉ré❡✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❡♥❧❡✈é❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st r❛♣✐❞❡ ♠❛✐s ♣❡✉ r♦❜✉st❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡❞é✲
✜♥✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ très ❢♦rt❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ✐♠❛❣é
❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ t❡♠♣s ❡st ét❛❜❧✐✱ q✉✐ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧❛ ❞ér✐✈❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❡♥s❡r ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❧✉s r♦❜✉st❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡
♠❛✐s ♠♦✐♥s r♦❜✉st❡ q✉❡ ❧❛ sé❝♦♥❞❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
❛✉tr❡s✳
✸✳✼ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡
✸✳✼✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡
❙♦✐t P ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t p s♦♥ ✐♠❛❣❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱
♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿
p = Projection(P ) +Distorsion(P ) ✭✸✳✶✻✮
♦ù Projection ❡t Distorsion s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ P ✳
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
▲❡ ✈✐❞é♦✲♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ét❛♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡
❝♦♠♣❛ré ❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭✐♥❢ér✐❡✉r à 1000×✮✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡s❝r✐♣✲
t✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ✭♦✉ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✮ ✭❬✽✵❪✱ ❬✾✺❪✱ ❬✶✾✼❪✮ ❛✈❡❝ ✿
✕ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ♦♣t✐q✉❡✱ C✱
✕ ❧❡ ♣♦✐♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❢♦②❡r ❢♦❝❛❧ ♦❜❥❡t✱ F ✱
✕ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡✱ f ✱
✸✳✼ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✺✼
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❧✬❛❣r❛♥❞✐sss❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ à ✜❧❛♠❡♥t ❞❡ t✉♥❣stè♥❡ ✭❏❡♦❧ ❏❙▼ ✽✷✵✮✳
✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
✕ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❝❛♣t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ ❡t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♦rt❤♦♥♦r♠é✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t
à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣❛r ✉♥✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t✱m ❬♣✐①❡❧✴µ♠❪ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✸✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ✈✐❞é♦✲♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✿ (C,Xc, Yc, Zc) ❡st ❧❡
r❡♣èr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❀ (O, x, y) ❡st ❧❡ r❡♣èr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬✐♠❛❣❡✳
■❧ ❡st ❢réq✉❡♥t q✉✬✉♥ t✉❜❡ ❛❧❧♦♥❣❡✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ftb✱ s♦✐t ✐♥t❡r❝❛❧é ❡♥tr❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡t ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ▲❡ t✐r❛❣❡ ❡st ❛❧♦rs ❛✉❣♠❡♥té ❞✬❛✉t❛♥t✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❧❡ t✐r❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿
f = fob + ftb ✭✸✳✶✼✮
♦ù fob ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ s❡✉❧✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ P ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛
❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ p ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Pˆ = (X, Y, Z, 1)⊤ ❡t pˆ =
(x, y, 1)⊤✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿
Zpˆ = K[I|03×1]Pˆ ✭✸✳✶✽✮
♦ù K ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ✿
K =

mf 0 x00 mf y0
0 0 1

 ✭✸✳✶✾✮
✸✳✼ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✺✾
❡t (x0, y0)⊤ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ F ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ✐♠❛❣❡✳
▲❡ t❡r♠❡ mf ♣❡✉t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛✲
❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣✐①❡❧ ⇆ µ♠✳
▲❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ à ③♦♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ ♦ù ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡
✈❛r✐❡ ♣❛r ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡s ❧❡♥t✐❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ f ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t Γ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ✭❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❉❡s❝❛rt❡s✮✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡ ❣r❛♥❞✐s✲
s❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸✳✶✾ ♣ré❝é❞❡♥t ✭♠♦❞è❧❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✮ ✿
K(Γ) =

mf(Γ) 0 x00 mf(Γ) y0
0 0 1

 ✭✸✳✷✵✮
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥
❆ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❤❛❜✐t✉❡❧
♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❬✽✵❪✱ ❬✾✺❪✱ ❬✶✾✼❪✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t
p ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❝❛♠ér❛ ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ P ✮ s✉❜✐t ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ (∆x,∆y)⊤
❛✈❡❝ ✿
(
∆x
∆y
)
=
(
(k1r
2 + k2r
4 + ...)X + 2k3XY + k4(r
2 + 2X2)
(k1r
2 + k2r
4 + ...)Y + k3(r
2 + 2Y 2) + 2k4XY
)
✭✸✳✷✶✮
❛✈❡❝ r =
√
(f X
Z
)2 + (f Y
Z
)2✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ (∆x,∆y)⊤ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ X ❞❡ p ❡t
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ✿ k1✱ k2✱ ✳✳✳ s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ F ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥✳ ❉❡s ét✉❞❡s
♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❬✶✾✼❪✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ (∆x,∆y)⊤ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x ❡t y✱ ❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ✿ k3✱ k4 s♦♥t ❧❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡✳
▲✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✷✶ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✽ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✿
Zpˆ = K[I|03×1](Pˆ +∆) ✭✸✳✷✷✮
❛✈❡❝ ✿ ∆ = (∆x,∆y, 0, 0)⊤✳
✸✳✼✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
▲❡ r❡♣èr❡ ❝❛♠ér❛ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥é✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡
s❡ ré❢ér❡r ❛✉ r❡♣èr❡ s❝è♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ P s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ❛✈❡❝
✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t (Xw, Yw, Zw, 1)⊤ ❝❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ✈❡rs✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡
✭✈❡❝t❡✉r Pˆw✮ ❡t s♦✐t (R|t) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ r❡♣èr❡ s❝è♥❡ ❛✉ r❡♣èr❡ ❝❛♠ér❛✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✷✷ ❞❡✈✐❡♥t ✿
Zpˆ = K[R|t](Pˆw + ∆ˆw) ✭✸✳✷✸✮
❛✈❡❝ ∆ˆw = [R|t]+∆ ♦ù [R|t]+ ❡st ❧❛ ♣s❡✉❞♦ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ [R|t]
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡t ❞✐st♦rs✐♦♥✮ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ♣❛r
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❧✬❡rr❡✉r E ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♠❡s✉rés
pmi ❡t ❧❡✉rs ❡st✐♠❛t✐♦♥s p
e
i ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✸ ✭❬✽✵❪✱ ❬✾✺❪✱ ❬✶✾✼❪✮ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✿
E =
N∑
i=1
(pmi − p
e
i )
2 =
N∑
i=1
(xmi − x
e
i )
2 + (ymi − y
e
i )
2 ✭✸✳✷✹✮
r211 + r
2
21 + r
2
31 = 1 ✭✸✳✷✺✮
r212 + r
2
22 + r
2
32 = 1 ✭✸✳✷✻✮
r213 + r
2
23 + r
2
33 = 1 ✭✸✳✷✼✮
r11r12 + r21r22 + r31r32 = 0 ✭✸✳✷✽✮
▲❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M = K[R t] ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❉▲❚ ✭❉✐r❡❝t ▲✐♥❡❛r ❚r❛♥s❢♦r♠✮✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥é❣❧✐❣❡r ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✸✳✷✸ ♦ù ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ Z ♣❛r ✉♥ ré❡❧ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ λ ✿
λpˆ = K[R t]Pˆw =MPˆw ✭✸✳✷✾✮
s♦✐t ✿
λ

xy
1

 =

m11 m12 m13 m14m21 m22 m23 m24
m31 m32 m33 m34




Xw
Yw
Zw
1

 ✭✸✳✸✵✮
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ✿
m11Xw +m12Yw +m13Zw +m14 −m31Xwx−m32Ywx−m33Zwx−m34x = 0✭✸✳✸✶✮
m21Xw +m22Yw +m23Zw +m24 −m31Xwy −m32Ywy −m33Zwy −m34y = 0✭✸✳✸✷✮
✸✳✼ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✻✶
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s à N ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭Pw✱ p✮ ❝♦♥❞✉✐t à ✷N
éq✉❛t✐♦♥s ✿
Am = 0 ✭✸✳✸✸✮
❛✈❡❝ ✿
A =


Xw1 Yw1 Zw1 1 0 0 0 0 −Xw1x1 −Yw1x1 −Zw1x1 −x1
0 0 0 0 Xw1 Yw1 Zw1 1 −Xw1y1 −Yw1y1 −Zw1y1 −y1
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
Xwi Ywi Zwi 1 0 0 0 0 −Xwixi −Ywixi −Zwixi −xi
0 0 0 0 Xwi Ywi Zwi 1 −Xwiyi −Ywiyi −Zwiyi −yi
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
✳✳✳
XwN YwN ZwN 1 0 0 0 0 −XwNxN −YwNxN −ZwNxN −xN
0 0 0 0 XwN YwN ZwN 1 −XwNyN −YwNyN −ZwNyN −yN


✭✸✳✸✹✮
m = (m11,m12,m13,m14,m21,m22,m23,m24,m31,m32,m33,m34)
⊤ ✭✸✳✸✺✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ f ♣♦✉r
♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Γ ❡t ♦♥ ❡st✐♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(Γ)✳ ❍♦r♠✐s ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t s❡♥sés êtr❡ ❝♦♥st❛♥ts✳
✸✳✼✳✸ ▲❛ ♠✐r❡
▲❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❢❛✐❜❧❡ ✿ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à ✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❝r♦♠ètr❡s✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ✿ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡s ♠✐r❡s ♣❧❛♥❡s
✭✷❉✮ s❛♥s ❛✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❡✉r ❢❛✐r❡ s✉❜✐r ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s ❤♦rs ♣❧❛♥✳ ❈❡❧❛
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞♦♥❝ à ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠✐r❡s à ✉t✐❧✐s❡r s❡❧♦♥ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠✐r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦❝é❞és ❞❡ ♠✐❝r♦ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❞❡s ❝❛rrés
s♦♥t ❣r❛✈és s✉r ✉♥ s✉♣♣♦rt ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠✐r❡ ❡st ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❡t ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝❛❧✐❜ré ❞✬✉♥❡
❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡ ✿ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ r♦❜♦t ♦♥ ré❛❧✐s❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ré❣✉❧✐❡rs ❞✬✉♥❡
❝✐❜❧❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳
✸✳✼✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ■❈ ✸❉✱ ❞✬✉♥❡ ❞❡
♥♦s st❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ◆❛✈✐t❛r
✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
✶✲✻✵✶✶✸✱ ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r à tr♦✐s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté xyα✱ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r à ❞❡✉①
❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté zϕ✱ ✉♥❡ ♣✐♥❝❡ à q✉❛tr❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ ▲❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❙❆▼▼■ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥ ♠✐❝r♦✲
s❝♦♣❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ✭▲❡✐❝❛✮✱ ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ❧❛tér❛❧❡♠❡♥t ✭◆❛✈✐t❛r✮✱
✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r✱ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❡t ✉♥❡ ♣✐♥❝❡✳
▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ s♦♥t ✿
✕ ③♦♦♠ ♠♦t♦r✐sé ✿ ✵✳✻✺× ✲ ✾× ❀
✕ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✿ ✷✵✽✽ × ✶✺✺✵ ♣✐①❡❧s ❀
✕ ❢♦r♠❛t ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ✿ ✼✳✷ m♠ × ✺✳✸✺ m♠❀
✕ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣✐①❡❧ ✿ ✸✳✹✺ µ♠ × ✸✳✹✺ µ♠❀
✕ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✿ ✶✵ ❍③ ❀
✕ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ✶✷ ❜✐ts✳
▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ s♦♥t ✿
✕ ③♦♦♠ ♠♦t♦r✐sé ✿ ✵✳✻✺× ✲ ✼× ❀
✕ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✿ ✻✹✵ × ✹✽✵ ♣✐①❡❧s ❀
✕ ❢♦r♠❛t ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ✿ ✻✳✹ m♠ × ✹✳✽ m♠❀
✕ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣✐①❡❧ ✿ ✶✵ µ♠ × ✶✵ µ♠❀
✕ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✿ ✷✺ ❍③ ❀
✕ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ✶✷ ❜✐ts✳
▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❧❛t✐♥❡s ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s♦♥t ✿
✕ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ✵✳✵✵✼ µ♠❀
✸✳✼ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✻✸
✕ ✐♥❝ré♠❡♥t ✿ ✵✳✵✺ µ♠✳
▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❧❛t✐♥❡s ❡♥ r♦t❛t✐♦♥ s♦♥t ✿
✕ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ✷✻ µr❛❞ ❀
✕ ✐♥❝ré♠❡♥t ✿ ✷✻ µr❛❞✳
▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣✐♥❝❡s s♦♥t ✿
✕ ❝♦✉rs❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡s ❞♦✐❣ts ✿ ✷✵✵ µ♠❀
✕ ❝♦✉rs❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡s ❞♦✐❣ts ✿ ✷✻ µr❛❞✳
❯♥❡ ♠✐r❡ ré❡❧❧❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ✿ ❞❡s ❝❛rrés ❞❡ ✶✵✵ µ♠ ❞❡ ❝♦té ❡t ✶✵ µ♠ ❞❡ ♣r♦❢♦♥✲
❞❡✉r ❡t ❡s♣❛❝és ❞❡ ✶✵✵mu♠ ♦♥t été ❣r❛✈és s✉r ✉♥ s✉♣♣♦rt ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✺✮✳
▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❡①♣♦✲
sés ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠✐r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳ ❯♥ ♦❜❥❡t ❞❡
✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ❛ été ❞é♣❧❛❝é ♣❛r ♣❛s ❞❡ ✷✵✵ µ♠ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s X ❡t
Y ✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr♦ï❞❡ ❛ été ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡
ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♠✐r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✺✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ✕ ▼✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ✶✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ✿ ♠✐r❡ ré❡❧❧❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮✱ ♠✐r❡
✈✐rt✉❡❧❧❡ ✭❞r♦✐t❡✮✳
▲❛ ♠✐r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ✿ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✳✺ ♣✐①❡❧ ❝♦♥tr❡ ✸✳✷ ♣✐①❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐r❡ ré❡❧❧❡✳
P♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ✹× ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K ❡st ✿
K =

3146 0 4730 3146 337
0 0 1

 ✭✸✳✸✻✮
✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❙❡❧♦♥ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ m ✈❛✉t ✷✾✵ ♣✐①❡❧s✴♠♠✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ✈❛✉t ✶✶ ♠♠✳
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−7✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♣✲
t✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡st ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ ❞é❥à été ♠♦♥tré ♣❛r ❧❡s
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✾✺❪ ❡t ❬✶✼✺❪✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✻ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✿ 1×  Γ 
9×✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ✕ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆✳
✸✳✽ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧
✸✳✽✳✶ ●é♦♠étr✐❡ é♣✐♣♦❧❛✐r❡
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✶✾✼❪✳
▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ✭♦✉ ❜✐❢♦❝❛❧❡✮ ❡st ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❀ ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❝❛♠ér❛s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧❡ F✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✸×✸ ❞❡ r❛♥❣ ✷✱ ❡♥❝❛♣s✉❧❡ ❝❡tt❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳
❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❝❛♠ér❛s ❞❡ ❝❡♥tr❡s ♦♣t✐q✉❡s C ❡t C ′ ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥❡ s❝è♥❡✳
❙♦✐❡♥t ψ ❡t ψ′ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❝❛♠ér❛s✱r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
▲❛ ❞r♦✐t❡ (CC ′) ❞é✜♥✐t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ❙♦♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ψ ❡t ψ′ ❞é✜♥✐t
❧✬é♣✐♣ô❧❡ v ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛♠ér❛ ❡t ❧✬é♣✐♣ô❧❡ v′ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❛♠ér❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t✳
✸✳✽ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧ ✻✺
❙♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t P = (X, Y, Z, 1)⊤ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✸❉ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♣❧❛♥ π =
(0, 0, 0, 0)⊤ ♥♦♥ ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ C ❡t C ′✳ ❙♦✐t p = (x, y, 1)⊤ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ψ ❡t
s♦✐t p′ = (x′, y′, 1)⊤ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ψ′ ✭ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✕ ●é♦♠étr✐❡ é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ✿ ❞❡✉① ❝❛♠ér❛s ♦❜s❡r✈❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t P ❀ p ❡st
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ P ❞❛♥s ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❣❛✉❝❤❡ ❡t p′ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞❡ P ❞❛♥s ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❞r♦✐t❡ ❀ A
❡st ❧✬❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣❧❛♥ pi ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✳
▲❛ ❞r♦✐t❡ l′ = (v′p′) ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ❞❡ p ❞❛♥s ψ′ ✿ ❝✬❡st ❧✬✐♠❛❣❡
❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ (CP ) ❞❛♥s ψ′✳ ❙♦♥ éq✉❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ✿
l′ = v′ × p′ = [v′]×p
′ ✭✸✳✸✼✮
❛✈❡❝ × ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡t [v′]× ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛♥t✐✲s②♠♠❡tr✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à v′ ✿
s✐ v′ =

v
′1
v′2
v′3

 ❛❧♦rs [v′]× =

 0 −v
′3 v′2
v′3 0 −v′1
−v′2 v′1 0

✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ F ❛♣♣❛r✐❡ t♦✉t ♣♦✐♥t p ❞❡ ψ à s❛ ❧✐❣♥❡ é♣✐♣♦❧❛✐r❡ l′ ❞❛♥s ψ′ ✿
l′ = Fp ✭✸✳✸✽✮
❙♦✐t A ❧✬❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ✷❉ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r π ❛♣♣❛r✐❛♥t t♦✉t ♣♦✐♥t p ❞❡ ψ à t♦✉t
♣♦✐♥t p′ ❞❡ ψ′ ✿
p′ = Ap ✭✸✳✸✾✮
▲✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✾ ❡st ✈r❛✐❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r λ ♣rès ✿ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱
❡❧❧❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦❥❡❝t✐❢s p′ ❡tAp ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s
✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st q✉❡ ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧
❡st ♥✉❧ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
p′ ×Ap = [p′]×Ap = 0 ✭✸✳✹✵✮
▲❡ r❡♣♦rt ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✸✾ p′ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✽ ❝♦♥❞✉✐t à ✿
F = [v′]×A ✭✸✳✹✶✮
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs p′ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❞r♦✐t❡ é♣✐♣♦❧❛✐r❡ l′✱ ❞♦♥❝ ✿
p′⊤l′ = 0 ✭✸✳✹✷✮
▲❡ r❡♣♦rt ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✽ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ✿
p′⊤Fp = 0 ✭✸✳✹✸✮
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
♣♦✐♥ts p ❡t p′ s♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t s♣❛t✐❛❧ P ✳
✸✳✽✳✷ ●é♦♠étr✐❡ tr✐❢♦❝❛❧❡
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✶✾✼❪✳
▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ tr✐❢♦❝❛❧❡ ❡st ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡♥tr❡ tr♦✐s ✈✉❡s✳ ▲❡ t❡♥s❡✉r tr✐❢♦❝❛❧ T ✱ ✉♥
t❛❜❧❡❛✉ ✸×✸×✸ ✱ ❥♦✉❡ ♣♦✉r tr♦✐s ✈✉❡s ✉♥ rô❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ q✉❡ ❥♦✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ F ♣♦✉r ❞❡✉① ✈✉❡s✳ ■❧ ❡♥❝❛♣s✉❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
♣r♦❥❡❝t✐✈❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ✈✉❡s✳ ■❧ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♠❛✐s
❞é♣❡♥❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❝❛♠ér❛s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s
s♣❛t✐❛❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛♠ér❛ ❞❡ ❝❡♥tr❡ C ′′ s♦✐t ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ stéré♦✲s②stè♠❡
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✱ ❡t s♦✐t ψ′′ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲✬é♣✐♣ô❧❡ v′′ ❞❛♥s ψ′′ ❞❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝❛♠ér❛ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡
é♣✐♣♦❧❛✐r❡ l′′ ❞❡ p✳ ❙♦✐t p′′ = (x′′, y′′, 1)⊤ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ P ❞❛♥s ψ′′ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✽✮✳
❙♦✐t B ❧✬❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ✷❉ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r π ❛♣♣❛r✐❛♥t t♦✉t ♣♦✐♥t p ❞❡ ψ à t♦✉t
♣♦✐♥t p′′ ❞❡ ψ′′ ✿
p′′ = Bp ✭✸✳✹✹✮
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❡♥ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐t✉é❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ■❧ ✈✐❡♥t ✿
p = [I|0]P ✭✸✳✹✺✮
p′ = [A|v′]P ✭✸✳✹✻✮
p′′ = [B|v′′]P ✭✸✳✹✼✮
✸✳✽ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧ ✻✼
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ ✕ ●é♦♠étr✐❡ tr✐❢♦❝❛❧❡✳
▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s é♣✐♣♦❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ❝❛♠ér❛s ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ tr✐❢♦❝❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts p✱ p′ ❡t p′′ ✿
[p′]×(
3∑
i=1
piTi)[p
′′]× = 03×3 ✭✸✳✹✽✮
❛✈❡❝ ✿
Ti = aiv
′′⊤ − v′b⊤i ✭✸✳✹✾✮
♦ù ai ❡t bi s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s imes ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡s ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡s A ❡t B✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✸×✸ T1,T2,T3 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r tr✐❢♦❝❛❧ T ✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✹✽ ❡t ✸✳✹✾ s♦♥t ❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❞❡s
r❛✐s♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ✭♥♦t❛t✐♦♥ ❊✐♥st❡✐♥✮ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡
❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❧❡ ije é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡st ♥♦té❡ mij✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❤❛✉t i = 1, 2, 3 ét❛♥t
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ♦✉ ✐♥❞✐❝❡ ❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❜❛s j = 1, 2, 3 ét❛♥t
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♦✉ ✐♥❞✐❝❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t ❀
✕ t♦✉t ♣♦✐♥t ✐♠❛❣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
x = (x1, x2, x3)⊤ ❀
✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
✕ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦✉t ✐♥❞✐❝❡ ré♣été ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ♦✉ ❝♦♥tr❛✈❛✲
r✐❛♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ s✉r ✭✶✱ ✷✱ ✸✮ ❞❡ ❝❡t ✐♥❞✐❝❡ ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡s tr♦✐s é❝r✐t✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
x′ =Mx⇐⇒ x′i =
3∑
j=1
mijx
j ⇐⇒ x′i = mijx
j
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ tr✐❢♦❝❛❧❡ ❡t ❧❡ t♦rs❡✉r tr✐❢♦❝❛❧ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿
pi(p′nǫnjr)(p
′′qǫqks)T
jk
i = 03×3 ✭✸✳✺✵✮
T jki = a
j
iv
′′k − v′jbki ✭✸✳✺✶✮
❛✈❡❝ ✿
ǫrst =


0 ✉♥❧❡ss r✱ s ❛♥❞ t ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t✱
+1 ✐❢ rst ✐s ❛♥ ❡✈❡♥ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✷✸✱
−1 ✐❢ rst ✐s ❛♥ ♦❞❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✷✸✳
▲❡ t❡♥s❡✉r T r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s tr♦✐s ✈✉❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉
✸×✸×✸ ❀ ✐❧ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞♦♥❝ ✷✼ é❧é♠❡♥ts✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❝♦♠♣♦rt❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✶✽ ❞❡✲
❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à q✉❛tr❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛♣♣❡❧é❡s tr✐❧✐♥é❛r✐tés✳
✸✳✽✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✶✾✼❪✳
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ F ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✶✮ ❡t ❧❡ t❡♥s❡✉r ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✶✮ s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✉❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❉▲❚ ✭❉✐r❡❝t ▲✐♥❡❛r
❚r❛♥s❢♦r♠✮ ❡t ❘❆◆❙❆❈ ✭❘❆◆❞♦♠ ❙❆♠♣❧❡ ❈♦♥s❡♥s✉s✮ ✿
✶✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛♣♣❛r✐és (pi, p′i) ❀
✷✳ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉♣❧❡s ❡t ♦♥ ❡st✐♠❡ ♣❛r
❉▲❚ ✉♥❡ ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ Aˆ ❀
✸✳ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ Aˆ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts p′i ✿ pˆ
′
i = Aˆpi ❀
✹✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t p′i ❡t pˆ
′
i✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡
à ✉♥ s❡✉✐❧ ✜①é à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❡ ❡st r❡t✐ré ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❀
✺✳ ♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❥✉sq✉✬à é♣✉✐s❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❛♣♣❛r✐és✳
❆✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st ✜❧tré ❞❡s ❢❛✉① ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts✳
✸✳✽ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧ ✻✾
❈♦♠♠❡ [p′]× =

 0 −1 y
′
1 0 −x′
−y′ x′ 0

✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✸✳✹✵ ❡♥tr❡ p ❡t
p′ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❊✐♥st❡✐♥ ✿

 01×3 −p
i⊤ y′pi⊤
pi⊤ 01×3 −x
′pi⊤
−y′pi⊤ x′pi⊤ 01×3



a
1⊤
i
a2⊤i
a3⊤i

 = 0 ✭✸✳✺✷✮
❉❛♥s ❝❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s✱ s❡✉❧❡s ❞❡✉① s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ■❧ ❡st
❤❛❜✐t✉❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s✱ s♦✐t ✿
(
01×3 −p
i⊤ y′pi⊤
pi⊤ 01×3 −x
′pi⊤
)a
1⊤
i
a2⊤i
a3⊤i

 = 0 ✭✸✳✺✸✮
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✿
(
0 0 0 −x −y −1 xy′ yy′ y′
x y 1 0 0 0 −x′x −x′y −x′
)
a11
a12
· · ·
a33

 = 0 ✭✸✳✺✹✮
▲✬❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡A ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣rès ✭❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♦♥ ♣r❡♥❞
a33 = 1✮✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❤✉✐t ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝
❤✉✐t éq✉❛t✐♦♥s✱ ❞♦♥❝ q✉❛tr❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❉▲❚ ✿
Ga = 0 ✭✸✳✺✺✮
❛✈❡❝ ✿
G =


0 0 0 −x1 −y1 −1 x1y
′
1 y1y
′
1 y
′
1
x1 y1 1 0 0 0 −x
′
1x1 −x
′
1y1 −x
′
1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 −x4 −y4 −1 x4y
′
4 y4y
′
4 y
′
4
x4 y4 1 0 0 0 −x
′
4x4 −x
′
4y4 −x
′
4




a11
a12
· · ·
a33

 ✭✸✳✺✻✮
a = (a11, a
1
2, a
1
3, a
2
1, a
2
2, a
2
3, a
3
1, a
3
2, a
3
3)
⊤
▲✬éq✉❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ a ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ G q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t
♣❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ G✳
✸✳✽✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✶✾✼❪✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❤♦✲
✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
♠♦❣r❛♣❤✐❡ ✿ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉▲❚ ❡t ❘❆◆❙❆❈✳
❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✸✮ ♦♥ tr♦✉✈❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(
x′pi⊤ y′pi⊤ pi⊤
)f
1⊤
i
f 2⊤i
f 3⊤i

 = 0 ✭✸✳✺✼✮
s♦✐t ✿
(
xx′ x′y x′ xy′ yy′ y′ x y 1
)


f 11
f 12
· · ·
f 33

 = 0 ✭✸✳✺✽✮
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❉▲❚✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ F ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❞❡✉① ❡t à ❤✉✐t ❞❡❣rés ❞❡
❧✐❜❡rté✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡ ❤✉✐t ♣♦✐♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❉▲❚ ✿
Gf = 0 ✭✸✳✺✾✮
❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ G ✿
G = KGLGM
⊤
G
✭✸✳✻✵✮
▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ M✳
❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ F à s♦♥ t♦✉r ❡♥ ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ✿
F = KFLFM
⊤
F
✭✸✳✻✶✮
❙♦✐❡♥t (σ1, σ2, σ3) ❧❡s tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ F ❀ ❡❧❧❡s s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
LF = diag(σ1, σ2, σ3) ✭✸✳✻✷✮
P♦✉r ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❛✉ r❛♥❣ ✷ ♦♥ ♣r❡♥❞ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ σ3 = 0 ✿
F = KFdiag(σ1, σ2,0)M
⊤
F
✭✸✳✻✸✮
✸✳✽✳✺ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐♥ts
❈♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ♣❧✉s ❤❛✉t ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧ ❡①✐❣❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t✱
♦✉ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ét❛❧♦♥♥❛❣❡
♣ré❝✐s✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♥♦♠❜r❡✉① ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t r❡♣❛rt✐s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❥✉st❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
✸✳✽ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧ ✼✶
▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ✭♠✐s❡ ❡♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡♥s❡✮ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❞❡ ♣♦✐♥ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✭♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ é♣❛rs❡✮ s✉✣t✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts
t②♣✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦✐♥s✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts✱ ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞✬❛rêt❡s✱ ✳✳✳ ❯♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡
❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♣♦✉r ❧❡s ❞ét❡❝t❡r ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✿
✶✳ ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❍❛rr✐s ❢♦♥❞é s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥✱
✷✳ ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❙❯❙❆◆ ✭❙♠❛❧❧❡st ❯♥✐✈❛❧✉❡ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♥❣ ◆✉❝❧❡✉s✮ ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✱
✸✳ ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❈❙❙ ✭❈✉r✈❛t✐✈❡ ❙❝❛❧❡ ❙♣❛❝❡✮ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs
❞❡ ❈❛♥♥②✱
✹✳ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❙■❋❚ ✭❙❝❛❧❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ❋❡❛t✉r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠✮ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉① ❡①tr❡♠✉♠ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡s ❉❖● ✭❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❖❢ ●❛✉ss✐❛♥s✮ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱
✺✳ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❙❯❘❋ ✭❙♣❡❡❞❡❞ ❯♣ ❘♦❜✉st ❋❡❛t✉r❡s✮ ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❞❡ ❍❛❛r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐✱ à ❧✬é♣♦q✉❡✱ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❍❛rr✐s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
✜①❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞és✐ré s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛
ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡✳ ❈❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡✳
❙♦✐t I(x, y) ❧❡ ♣✐①❡❧ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ W ✳ ❙♦✐t (u, v) ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
❞❡ (x, y)✳ ❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ✿
E(u, v) =
∑
x∈Wx
∑
y∈Wy
(I(x+ u, y + v)− I(x, y))2 ✭✸✳✻✹✮
P♦✉r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ (u, v)✱ E(u, v) ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❞❡❣ré ✿
E(u, v) = (u v)
∑
x∈Wx
∑
y∈Wy
(
I2x IxIy
IxIy I
2
y
)(
u
v
)
= (u v)M
(
u
v
)
✭✸✳✻✺✮
❛✈❡❝ ✿ Ix =
∂I(x,y)
∂x
❡t Iy =
∂I(x,y)
∂y
✳
▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r RH s✬é❝r✐t ✿
RH = det(M)− ktrace(M)
2 = λ1λ2 − k(λ1 + λ2)
2 ✭✸✳✻✻✮
❛✈❡❝ k ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ à ✵✳✵✹✱ λ1 ❡t λ2 ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ M✳
■❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré q✉❡ ✿
✕ s✐ λ1 << λ2✱ λ1 >> λ2 ❡t RH < 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞éré ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡
❛rêt❡✱
✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
✕ s✐ λ1 ∼ λ2 ❡t |RH | ∼ 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞éré ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♣❧❛t❡✱
✕ s✐ λ1 ∼ λ2 ❡t RH > 0 ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥
♣♦✐♥t ❞✬✐♥térêt ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✾✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾ ✕ ❘é♣♦♥s❡ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❍❛rr✐s ✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡
♣♦✐♥t ❞✬✐♥térêt✳
❙✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st t❡①t✉ré❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts Np ♣❡✉t êtr❡ très é❧❡✈é✳ ❖♥
✐♥tr♦❞✉✐t ❛❧♦rs ✉♥ s❡✉✐❧ SH ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ✿ ♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ré♣♦♥s❡ RH ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ s❡✉✐❧ SH ✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡✉✐❧ S∗H ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts N∗p ❞és✐ré ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ tr♦✉✈❡r ❧❡ s❡✉✐❧ S∗H ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r |N
∗
p − Np|✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛❞♠✐s q✉❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ét❛✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ SH ❡t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ✐♥❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉
s❡✉✐❧ ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✵✱ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✶✮ ✿
✶✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ RH(I) ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❍❛rr✐s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ I ❝♦♥s✐❞éré❡ ❀
✷✳ ♦♥ ♠❡t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r s✐♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ s❡✉✐❧ S∗H ❞♦♥♥❛♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞és✐ré N∗p ✳
✸✳✽✳✻ ▼✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ r♦❜✉st❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱ ♦✉ ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts p ❡t p′ s❡ ❢❛✐t
t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I ❞✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡
✸✳✽ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧ ✼✸
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ ✕ ❙❝❤é♠❛ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✏❍❛rr✐s s✐♠♣❧❡①❡✏
❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞ét❡❝tés N∗p s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✐♠❛❣❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t
t❡①t✉ré❡ I✳
■ ✿ ■♠❛❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❀
N∗p ✿ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞és✐ré ❀
k ✿ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✵✳✵✹ ❀
SH ❂ ✵ ❀
RH = (I
2
xI
2
y − IxyIxy)− k(I
2
x + I
2
y )
2 ❀
✇❤✐❧❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❂ ✵ ❞♦
✇❤✐❧❡ ❋✐♥❉❡❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❂ ✵ ❞♦
Is = Seuillage(RH , SH) ❀
Pd = SommetsdeIs ❀
Np = Card(Pd) ❀
E = |N∗p −Np| ❀
(SH , F inDeRecherche, Solution) = Simplexe(E) ❀
❡♥❞
SH = Sh + 0.1 ❀
❡♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✏❍❛rr✐s s✐♠♣❧❡①❡✑ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞és✐rés N∗p
❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ t❡①t✉ré❡ I ♦ù Pd ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞ét❡❝tés✳
✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
W ❝❡♥tré❡ s✉r p ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ I ′ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❡♥êtr❡ ❝❡♥tré❡ s✉r p′✳ P❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ❧❡ ❩◆❙❙❉
✭❩❡r♦✲♠❡❛♥ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈r♦ss✲❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ✿
cxy =
∑
i∈Wx
∑
j∈Wy
[(I(x+ i, y + j)− I¯)− (I ′(x′ + i, y′ + j)− I¯ ′)]2√∑
i∈Wx
∑
j∈Wy
[(I(x+ i, y + j)− I¯)
√∑
i∈Wx
∑
j∈Wy
[(I(x+ i, y + j)− I¯ ′)
✭✸✳✻✼✮
❛✈❡❝ I¯ ❡t I¯ ′ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s I ❡t I ′ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
◆♦s ét✉❞❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ W é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ❞♦♥♥❛✐t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✶✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ❞❡s ❢❡♥êtr❡s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭2✮ ❡t
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ✭➒✱ ❈❤❛✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐t❡ ❢❡♥êtr❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✮ ✿
✶✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts p′ s✐t✉és ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ p ❀
✷✳ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❩◆❙❙❉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ❡♥tr❡ p ❡t
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t p′ ✈♦✐s✐♥ ❀
✸✳ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣♦✐♥t p′ ❛②❛♥t ♦❜t❡♥✉ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳
✸✳✽ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧ ✼✺
I ✿ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❀
I ′ ✿ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❀
p ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I ❀
p′ ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I ′ ❀
p′c ✿ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ❛♣♣❛r✐és ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I
′ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ I ❀
ncmin ✿ ◆♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝❛♥❞✐❞❛ts ❀
w ✿ ❚❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❀
❢♦r ❝❤❛q✉❡ p ❞♦
✴✴ ❈ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ p ❀
Wcha =Ww(I, p) ❀
✴✴ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❀
❢♦r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t p′ ❞♦
d = distE(p, p
′) ❀
❡♥❞
r❛②♦♥ ❂ ✵ ❀
✴✴ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❀
✇❤✐❧❡ ❈❛r❞✭❝❛♥❞✐❞❛ts✮  ncmin ❞♦
✴✴ ❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝❛♥❞✐❞❛ts ❀
candidats = trouver(distE < rayon) ❀
rayon = rayon+ 1 ❀
❡♥❞
✴✴ ❈♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❀
❢♦r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❝❛♥❞✐❞❛t ❞♦
Wchac =Ww(I
′, candidats) ❀
cxy = ZNSSD(Wcha,Wchac✮ ❀
❡♥❞
✴✴ ❈❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐♥t ❀
p′c =Max(cxy) ❀
Supprimerp′cdansp
′ ❀
❡♥❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ r♦❜✉st❡✳
✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
✸✳✽✳✼ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦♥t❛❣❡ stéré♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❚■▼▼ ✹✵✵ ❞✬✉♥❡❞❡
♥♦s st❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✷✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷ ✕ ▼♦♥t❛❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❚■▼▼ ✹✵✵✳
▲❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❢♦♥t ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✸✵➦ ❡t s♦♥t ❝❤❛❝✉♥ r❡❧✐é à ✉♥ ❝♦♥✈❡r✲
t✐ss❡✉r ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡✲♥✉♠ér✐q✉❡ ❡①t❡r♥❡ ♣♦✉r ❡♥ ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❱●❆✳ ▲❡✉rs s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ✿
✕ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✿ ✵✳✵✶× ✲ ✹×
✕ ❢♦r♠❛t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✿ ✶✴✹✑
✕ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✿ ✻✹✵ × ✹✽✵ ♣✐①❡❧s
❯♥❡ ❣♦✉tt❡ ❞✬❡❛✉ r❡❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❧✐♠❛✐❧❧❡ ❞❡ ♥✐❝❦❡❧ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ♠✐r❡ ✿
❝✬❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ✸❉ ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡ ✭❞✐❛♠ètr❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✸✵✵ µ♠✮ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❢♦rt❡♠❡♥t t❡①t✉ré❡s✳ ▲❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ét❛♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡
❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❝q✉✐s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s✉r tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉① ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✸✮✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✹ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ ❞❡ ✺✵✵ ♣♦✐♥ts✳
▲✬❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿
A =

 9.9479 10
−1 −7.5460 10−3 −1.4087 102
−2.8229 10−2 9.0525 10−1 −1.4077
−2.3636 10−4 3.1479 10−5 1.000


F =

 3.0049 10
−9 2.0681 10−6 −1.2660 10−4
−1.0739 10−6 −6.9987 10−9 3.6982 10−4
1.2504 10−4 −3.6744 10−4 −1.1751 10−3


✸✳✽ ➱t❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧ ✼✼
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸ ✕ ❚r♦✐s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐r❡ ❞❡ ✸✵✵ µ♠ s✉r tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉①✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹ ✕ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ✿ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❡t ✭❝✮ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s
❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❀ ✭❞✮ ❧❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s✳
✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
✸✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛✐t ❧❡s ✈❡rr♦✉s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s r❡❧❛t✐❢s à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡✱ à s❛✈♦✐r
❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ❡♥ ré✢❡①✐♦♥ ✿
✕ ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱
✕ ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡r✐❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ❡①♣♦sé ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ✿
✕ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ●❛✉ss q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡♥t ❧❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱
❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❀
✕ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉❜✲♠✐❝r♦♥✐q✉❡s ❀
✕ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳
❈❡s ♣r♦♣r✐étés ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❛♥s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ét❛❧♦♥♥❛❣❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✿ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s r❛❞✐❛❧❡s ❡t t❛♥✲
❣❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❉▲❚✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré
q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♠♣♦s❡♥t ❞❡s ♠✐r❡s ♣❧❛♥❡s ❡t ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉ st❛❜❧❡s✱ ❡t q✉❡ ❝❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈✐tés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
♠✐r❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ r❛♣♣❡❧é ❧❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❜✐❢♦❝❛❧❡ ❡t tr✐❢♦❝❛❧❡✱ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ❡t tr✐❢♦❝❛❧❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡t ❧❡ t❡♥s❡✉r tr✐❢♦❝❛❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ s❡
❝❛❧❝✉❧❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✉♥❡ ❉▲❚✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s
r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ✿
✕ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❍❛rr✐s q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ❞ét❡❝té ❀
✕ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ r♦❜✉st❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
❚♦✉s ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♦♥t été ✈❛❧✐❞és s✉r ❧❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①❡♠♣ts ❞❡ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐tés ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✿
✸✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✼✾
✕ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧ ❣❛❣♥❡r❛✐t à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✶✾✼❪ ❀
✕ ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r r♦❜✉st❡ ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ t❡❧ q✉❡ ❙■❋❚ r❡♠♣❧❛❝❡r❛✐t ❛✈❡❝
✐♥térêt ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❍❛rr✐s✳
▲✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt ❞❡ ✷✵✵✹
à ✷✵✵✼✳ ▲✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❇r❛❤✐♠ ❞❡ ✷✵✵✻
à ✷✵✵✾✳
✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❙②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s
✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛✲
t❡✉r ❞✬✐♠❛❣❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❈✬❡st ✉♥ ✈❛st❡ s✉❥❡t ❡♥ ♣❡r♣ét✉❡❧❧❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❛ss❡
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r à s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈✐s✐♦♥ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡
q✉✐ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬✉♥❡ s❝è♥❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ♣ré❛❧❛✲
❜❧❡♠❡♥t ❛❝q✉✐s❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s❝è♥❡✳
❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡✱ ❙❤✉♠ ❛♥❞ ❑❛♥❣
✭❬✶✵✸❪✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿ s②♥t❤ès❡ s❛♥s ❣é♦♠étr✐❡✱ s②♥✲
t❤ès❡ ❛✈❡❝ ❣é♦♠étr✐❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t s②♥t❤ès❡ ❛✈❡❝ ❣é♦♠étr✐❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳
▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❛✈❡❝ ❣é♦♠étr✐❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✭♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥tr✐♥✲
sèq✉❡s✮ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ♣❛r
stéré♦s❝♦♣✐❡ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s r❡♥❞✉ ✷❉ ✭❬✻✽❪✱ ❬✼✼❪✱ ❬✶✷✸❪✱ ❬✶✺✺❪✱ ❬✶✺✻❪✱ ❬✶✻✹❪✮✳ ❊❧❧❡ ♥é✲
❝❡ss✐t❡ ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛♠ér❛ ✭ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧✮ ❡t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡
❞❡ ❝❛♠ér❛s ✭ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❜✐❢♦❝❛❧✮✳ P♦✉r s♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡st à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs r❛♣✐❞❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ●P❯ ❡t ❧❡s ❋P●❆
✭❬✶✸✹❪✱ ❬✶✻✹❪✮✳
▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ r❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛♥♦r❛♠✐q✉❡s ♣❛r ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭❬✼✹❪✱ ❬✽✹❪✱ ❬✽✷❪✱ ❬✶✶✸❪✱ ❬✶✷✹❪✱ ❬✶✻✵❪✮✳ ▲❡s ❛♥❣❧♦♣❤♦♥❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ t❡r♠❡
♠♦s❛✐❝✐♥❣ q✉❡ ❞✬❛✉❝✉♥s tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ♠♦s❛ïq✉❛❣❡ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✐♠♣❧✐✲
❝✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✭♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧❡s✮✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s t②♣✐q✉❡s
❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ s♦♥t ✿ ❧❛ ❧✐❣♥❡✲❞❡✲♠✐r❡ ✭❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t✮✱ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ❡t ❧❡
tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡✲❞❡✲♠✐r❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❧❛♥❝❡r ❞❡ r❛②♦♥s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❝♦✉rs ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳ ❙♦♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ré✲
✽✶
✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹
s✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞✬✐♠❛❣❡s ❞✬❡♥tré❡ r❡q✉✐s ✿ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈✉❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ✭❬✶✶✻❪✱ ❬✶✶✺❪✱ ❬✶✺✸❪✮✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❋❛✉❣❡r❛s ❡t ❘♦❜❡rt ✿
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❡st à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ❞❡ t♦✉t
♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❛ ❞r♦✐t❡ é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡
❞r♦✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ✭✐♠❛❣❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ✐♠❛❣❡
✈✐rt✉❡❧❧❡✮ ❡t ✭✐♠❛❣❡ ❞r♦✐t❡✱ ✐♠❛❣❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✮ ✭❬✼✶❪✱ ❬✶✶✺❪✮✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❆✈✐❞❛♥ ❡t ❙❤❛s❤✉❛ ✿ ❧❡
t❡♥s❡✉r ❡♥tr❡ tr♦✐s ✈✉❡s ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❣❛✉❝❤❡ ❡t
❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈✉❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ✭❬✼✽❪✱ ❬✽✻❪✱ ❬✶✵✵❪✱ ❬✶✻✽❪✮✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ tr❛♥s❢❡rt é♣✐♣♦❧❛✐r❡ ✿ ❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ✈❡rs ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡✳
❙❡❧♦♥ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❇❛rr❡tt ❡t ❛❧✳ ✭❬✼✸❪✮ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t ♣❧✉s
r♦❜✉st❡ ✿ ✐❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s ❝❛♠ér❛s s♦♥t ❝♦❧✐♥é❛✐r❡s✳
▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉①
✭❬✼✵❪✱ ❬✶✵✶❪✱ ❬✶✵✼❪✱ ❬✶✷✸❪✱ ❬✶✷✹❪✱ ❬✶✺✸❪✮ ✿ ❛rt ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ✐♥❞✉str✐❡ ❞✉ ✜❧♠✱ ❥❡✉① ✈✐❞é♦✱
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❛♠❡✉❜❧❡♠❡♥t✱ ✳✳✳ ▲❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✿ ❛ss✐st❛♥❝❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t à
❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱ s✉✐✈✐ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✱ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡
❝♦♥s✐❣♥❡s ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳
✹✳✷ ❉❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡
❖♥ tr♦✉✈❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧✐ttér❛t✉r❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡
tr❛✈❛✐❧ à ♣❛rt✐r ❞❡ stéré♦✲♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✿ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✐è❝❡s ❬✶✸✾❪✱ ❬✶✼✺❪
♦✉ ♣♦✉r ❧❛ ♥❡✉r♦❝❤✐r✉r❣✐❡ ❬✶✵✽❪✳ ▼❛✐s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬❛❝q✉ér✐r ❞❡s ✐♠❛❣❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉❝❤❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛♣rès ❛ss❡♠❜❧❡r ✿ ❬✻✾❪✱
❬✶✷✶❪✱ ❬✶✷✷❪✱ ❬✶✸✼❪✱ ❬✶✹✹❪✱ ❬✶✼✷❪✳
❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛♥♦r❛♠❛s ♣❛r ♠♦s❛ïq✉❛❣❡
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ❞✐❧❡♠♠❡ ❝❤❛♠♣ ✲ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✿ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ✈✐r✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ é❧❡✈é❡ ✭❬✶✸✽❪✱ ❬✶✹✺❪✮✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞✉❡ à P♦ts❛✐❞ ❡t ❛❧✳ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡s✲
s❛♥t❡✳ ■❧s ♦♥t ❜r❡✈❡té ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❛✈❡❝ ♠✐r♦✐r ♣✐❧♦té ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝q✉ér✐r ❞❡s
✐♠❛❣❡s q✉✐ s♦♥t ❛ss❡♠❜❧és ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t✳
✹✳✸ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡s
▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡st ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡ s❛ ♣r♦❢♦♥✲
❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✿ ❡♥✈✐r♦♥ ✸ µ♠ à ✶✵×✳ ❈❡❧❛ ❛ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ♣❧✉s ❤❛✉t ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st
✹✳✹ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té ✽✸
♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❣é♦♠étr✐❡s ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s ❡st ✉♥ ❣r❛♥❞ ❞é✜ ✿ ✐❧ ❢❛✉t ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s r♦❜✉st❡s ❛✉① ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s✳ ❆ ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ✐❧ ❢❛✉t
❛❥♦✉t❡r ❧✬❛s♣❡❝t r❛♣✐❞✐té ❞❡s ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s ❡✣❝❛❝❡s ❢♦♥❞é❡s ❧✬✉♥❡ s✉r ❧❡ ♠♦s❛ïq✉❛❣❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡
s✉r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧✳
❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ s✐❣♥✐✜❡ ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té ❞❡s ✐♠❛❣❡s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❛✈❡❝
❧❛ s❝è♥❡ ✿ ❧❛ ♥❡tt❡té ❝♦❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ▲❡ ❞é✜ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡
❧❛ ♥❡tt❡té ❡st ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡t ❧❡
✜❧tr❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✸❉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❡
❞é✜✳
✹✳✹ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té
✹✳✹✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té
▲❛ ♥❡tt❡té ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❡st✐♠❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s❡s ♣✐①❡❧s✳
▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ✐❞é❛❧ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥❞ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ♥❡tt❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ❡st✐♠❛✲
t❡✉rs ❞❡ ♥❡tt❡té ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és✱ ❙✉♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✽❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡r ❡♥
tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ✿
✕ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❧❡s
❧❛♣❧❛❝✐❡♥s ♦✉ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s✱
✕ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs st❛t✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡✱
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡✱
✕ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡✳
❙♦✐❡♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ❍❛❛r
Fhaar(I) =
1
XY
∑
x∈X
∑
y∈Y
[W (x, y)− I¯]2 ✭✹✳✶✮
❛✈❡❝ W ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ❍❛❛r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ I ❀ I¯ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡
I✱ X × Y ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ I ❀
✕ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s
Fdaub(I) =
1
XY
∑
x∈X
∑
y∈Y
[W (x, y)− I¯]2 ✭✹✳✷✮
❛✈❡❝ W ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s ❞❡ I ❀
✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹
✕ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
Fvar(I) =
1
XY I¯
∑
x∈H
∑
y∈Y
[I(x, y)− I¯]2 ✭✹✳✸✮
✕ ❧✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥
Fcor =
∑
x∈X
∑
y∈Y
[I(x, y)I(x+ 1, y + 1)− I(x, y)I(x+ 2, y + 2)] ✭✹✳✹✮
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♥✈❡rsé ▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹ ♦❜s❡r✈❛♥t
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ♦①②❞é ❞❡ ✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ❞✐s♣♦sé s✉r
❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r✳ ❉❡♣✉✐s ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r✱ é❧♦✐❣♥♦♥s ♣❛r ♣❛s
❞❡ ✶✵µ♠ ❧❛ têt❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡t ❡♥r❡❣✐str♦♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛ss❡♥t ❜✐❡♥ ♣❛r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛
ét❛❜❧✐ ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❛s♣❡❝t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡t t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭✜❣✉r❡s ✹✳✶
❡t ✹✳✷✳ ❆✉ss✐ ❛✈♦♥s ♥♦✉s ✉t✐❧✐sé ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞❛♥s ♥♦tr❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ✿ 2 ✿ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❀ ➒ ✿ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s ❀
Ö ✿ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ❍❛❛r ❀ ✰ ✿ ❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥✳
✹✳✹✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ s❡♣t ét❛♣❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡
q✉❡ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é ♣♦✉r ❛✈♦✐r
✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ très ❢❛✐❜❧❡ ✿ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ✺×✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ♦❜❥❡❝t✐❢✲❝✐❜❧❡ ♣❛r
♣❛s s✉❝❝❡ss✐❢s ❡t à ❛❝q✉ér✐r ❡t st♦❝❦❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✿ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ∆
✹✳✹ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té ✽✺
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té ✿ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ✈❛✲
❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✱ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡t ❛♣rès ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
♦♥ ❛❝q✉✐❡rt ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ k ❀ k = {0, 1, .., K}✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ k ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♦♥t❡r à
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ z ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✿
z = k∆ ✭✹✳✺✮
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ♣❛s ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ✿ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ré❣✐♦♥s ♥❡tt❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❞❡✉①
❝♦✉❝❤❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡r❛ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ q✉❛❧✐té✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♥❡tt♦②❛❣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s
♣✐①❡❧s ✐♥❞és✐r❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ tr❛✐t❡r q✉❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♠❛sq✉❡ ❡st ✶✳ ▲❡s ♣✐①❡❧s ❞✬✐♥térêt ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ s♦♥t ❞é✲
✜♥✐s ♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡ ♠❛sq✉❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞✬✐♥térêt ♣rés❡♥ts ❞❛♥s
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ✿ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❊❚ ❧♦❣✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ❞❡ t♦✉t❡s
❧❡s ❝♦✉❝❤❡s✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à é✈❛❧✉❡r ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ♥❡tt❡té✱ ♥♦♥ ♣❛s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
✐♠❛❣❡✱ ♠❛✐s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ (x, y, k)⊤✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
N ×N ❞✉ ♣✐①❡❧ ✿
Fvar (x, y, k) =
1
N2
x+N−1
2∑
i=x−N−1
2
y+N−1
2∑
j=y−N−1
2
(
I(i, j)− I¯
)2
✭✹✳✻✮
❛✈❡❝ ✿
✲ Fvar(x, y, k) ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ♣✐①❡❧ (x, y, k)⊤ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ k✱
✲ I(i, j) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞✉ ♣✐①❡❧ (i, j)✱
✲ I¯ ❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♠♦②❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ N ×N ❞✉ ♣✐①❡❧ (x, y, k)⊤✳
❊♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ♣✐①❡❧ (xˆ, yˆ, zˆ = kˆ∆) ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ Fvar (x, y, k) ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❆ ❧❛ ✜♥✱ ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✸❉✳
✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹
▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❢❛❝t♦r✐❡❧❧❡ s✉r ❝❤❛q✉❡
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛①❡s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ■❧s s♦♥t
❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s ♣r❡♠✐❡r ❡t ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❞✉ ♥✉❛❣❡✳ ❙♦♥ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡ ♣♦✉r ❧❡
✜❧tr❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✉ ♥✉❛❣❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛①❡s ❢❛❝t♦r✐❡❧s ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❀ à
❣❛✉❝❤❡ ✿ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳
▲❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧✐ss❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ♣✉✐s à ❧❡s ✜❧tr❡r ✿ s❡✉❧s ❧❡s ♣♦✐♥ts s✐t✉és s✉r ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❛①❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✮ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [Moy − 2σ Moy + 2σ] s♦♥t r❡t❡♥✉s✱ ♦ù
Moy ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧✬❛①❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✮ ❡t σ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳
▲❛ s✐①✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡
✐♥✐t✐❛❧ ❡t à ❧❡s ♠❛✐❧❧❡r✳
✹✳✹✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉és à ✉♥❡ ❞❡ ♥♦s ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❛♥t ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐♥✈❡rsé ▲❡✐❝❛ ❉▼ ■❘❇❊ éq✉✐♣é❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠ér❛ ▲❡✐❝❛ ❉❋❈
✸✷✵✱ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ♣♦rt❡✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ à tr♦✐s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté xyα ❡t ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r
à tr♦✐s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté αγz ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♣✐♥❝❡ à ❞❡✉① ❞♦✐❣ts✳
▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ s♦♥t ✿
✕ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✜①❡ ✿ ✶✵× ❀
✕ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ✿ ✶✵✹✹ × ✼✼✷ ♣✐①❡❧s ❀
✕ ❢♦r♠❛t ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ✿ ✽✳✶✵ m♠ × ✻✳✻✹ m♠❀
✕ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣✐①❡❧ ✿ ✸✳✹✺ µ♠ × ✸✳✹✺ µ♠❀
✕ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✿ ✶✵ ❍③ ❀
✕ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ✶✷ ❜✐ts✳
✹✳✹ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té ✽✼
▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❧❛t✐♥❡s ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t r♦t❛t✐♦♥✮ s♦♥t ✿
✕ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ ✵✳✵✵✼ µ♠ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✷✻ µr❛❞✮ ❀
✕ ✐♥❝ré♠❡♥t ✿ ✵✳✵✺ µ♠ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✷✻ µr❛❞✮✳
❉❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❡ ♣♦rt❡✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ✈✐❞❡✱ ❡t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡s ❡♠❜♦✉ts ❡♥
s✐❧✐❝✐✉♠ ♦①②❞é ✭ é♣❛✐ss❡✉r ✼✵µ♠ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ✶✺✵✵ µ♠✮ ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ✭✜✲
❣✉r❡ ✹✳✹✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❉❡s ✈✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❛②❛♥t ♣❡r♠✐s ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✸❉✳
❉❡♣✉✐s ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛ss❡✱ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ❡st ❞é♣❧❛❝é❡ ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ♣❛r ♣❛s ∆ ❞❡ ✶✵
µ♠ ❡t ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ✷✾ ✐♠❛❣❡s ✭K = 29✮ s♦♥t ❛❝q✉✐s❡s ✿ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ❡♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ♥❡tt❡té✳ ❆♣rès
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✺×✺ ✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✳ ▼❛❧❣ré ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r s❛ ❢♦r♠❡ ❡♥ ❡s❝❛❧✐❡r ♦ù
❝❤❛q✉❡ ♠❛r❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣❛s✳
❖♥ ✈♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
❞❡s ❞❡✉① ❡♠❜♦✉ts ❞❡ ♣✐♥❝❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❝❛r ✉♥
♥✐✈❡❛✉ é❧❡✈é ❞❡ ❝❡t ♥♦♥✲❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ♣✐è❝❡✳ ❖r ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡
❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❤②stérés✐s ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ♣✐é③♦é❧❡❝tr✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❞♦✐❣ts✱ ♦♥
✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ sér✐❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❞❡s ❡♠❜♦✉ts ❞❡ ♣✐♥❝❡ ✿ ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡s ❛①❡s x✱ y ❡t z s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✸✳✹✺ µ♠✱ ✸✳✹✺ µ♠ ❡t ✶✵ µ♠✳
✹✳✺ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ♠♦s❛ïq✉❛❣❡ ✽✾
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❣❛r❛♥t✐r ❝❡t ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝❡s
❛❝t✐♦♥♥❡✉rs✳
▲✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬é❧é✈❛t✐♦♥ El ❡t ❧✬❛③✐♠✉t Az ✭✜❣✉r❡ ✹✳✼✮ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❞♦✐❣t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r✱ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭✜❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡
✉t✐❧❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✾✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬é❧é✈❛t✐♦♥ ✭El✮ ❡t ❞✬❛③✐♠✉t ✭Az✮ ❞✬✉♥❡ ❞r♦✐t❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ▼♦❞è❧❡ ✶❉ ❡t ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ❡♠❜♦✉ts ❞❡ ♣✐♥❝❡ ✿ ❞♦✐❣t ❣❛✉❝❤❡ ✭El ❂ ✷✺➦✱
Az ❂ ✻✾➦✮ ❀ ❞♦✐❣t ❞r♦✐t❡ ✭El ❂ ✸✶➦✱ Az ❂ ✶✶✶➦✮✳
✹✳✺ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ♠♦s❛ïq✉❛❣❡
▲❡ ♣♦✐♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ♠♦s❛ïq✉❛❣❡ ❡st ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ P♦✉r ❧❡ ♣rés❡♥✲
t❡r✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s❡ r❡♠é♠♦r❡r ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣✐①❡❧ p q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞
s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (x, y)⊤ ❡t s♦♥ ✐♥t❡♥s✐té I(p)✳
✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦✐❣ts ❞❡ ♣✐♥❝❡ ❛❧✐❣♥és ✭❤❛✉t✮ ❡t ♥♦♥ ❛❧✐❣♥és ✭❜❛s✮✳
✹✳✺ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ♠♦s❛ïq✉❛❣❡ ✾✶
✹✳✺✳✶ ❘❡❝❛❧❛❣❡
❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s I0 ❡t I1 r❡❧✐é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡H✳ ❉❡✉① ♣✐①❡❧s ❛♣♣❛r✐és
p0 ∈ I0 ❡t p1 ∈ I1✱ ✈ér✐✜❡♥t ✿
p1 = Hp0 ✭✹✳✼✮
▲❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡ I1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à I0 ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦rr✐❣❡r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡ I1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à I0✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣✐①❡❧ p1✱
❧❡ ♣✐①❡❧ p1r t❡❧ q✉❡ ✿
p1r = H
−1p1 ✭✹✳✽✮
I(p1r) = I1r ✭✹✳✾✮
❛✈❡❝ I1r✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ p1✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛ttr✐❜✉❡r ❞✬✐♥t❡♥s✐té à ❝❡rt❛✐♥❡s
♣♦s✐t✐♦♥s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ H ❡t ❞✬❛rr♦♥❞✐✳
❉❛♥s ❧❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❞❡ I1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à I0✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉
♣✐①❡❧ p1r ❡t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♣✐①❡❧ p1 ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ p1r t❡❧s q✉❡ ✿
p1 = Hp1r ✭✹✳✶✵✮
I(p1r) = I1r ✭✹✳✶✶✮
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡①✐❣❡
♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝❛❧é❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t r❡❝❛❧é❡s✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ à ❧❡✉r ❢✉s✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✿ ✉♥❡
❛❞❞✐t✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ I0 ❡t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝❛❧é❡ I1r✳
✹✳✺✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❛♥♦r❛♠❛ ❡♥ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ✿
✶✳ ♦♥ ❜❛❧❛✐❡ ❧❛ s❝è♥❡ ✭❡♥ ♠♦❞❡ ✜❣é✮ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛①❡s X ❡t Y ❡t ♦♥ ❛❝q✉✐❡rt ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❛②❛♥t ✉♥ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✸✵✪ ❀
✷✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❧✐❣♥❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❀
✸✳ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❧✐❣♥❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❜❛♥❞❡s q✉✐ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡
❞ét♦✉ré❡s ♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❀
✹✳ ♦♥ ❛ss❡♠❜❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❜❛♥❞❡s ❞ét♦✉ré❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣❛♥♦r❛♠❛✳
✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹
✹✳✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❚■▼▼ ✹✵✵ ❞❡ ♥♦s
st❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣❛♥♦r❛♠❛ ❞❡ ✶✸✶✺ × ✾✽✻
♣✐①❡❧s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♠♦s❛ïq✉❛❣❡ ❞❡ 4 × 4 ✐♠❛❣❡s ❞❡ ✻✹✵ × ✹✽✵ ♣✐①❡❧s ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉①
❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡ ✺✵➐✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❞❡ ✶✶✳✶✼ ♠♠ ×
✽✳✸✼ ♠♠✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ P❛♥♦r❛♠❛ ❞❡ ✶✸✶✺ × ✾✽✻ ♣✐①❡❧s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♠♦s❛ïq✉❛❣❡ ❞❡ 4× 4 ✐♠❛❣❡s
❞❡ ✻✹✵ × ✹✽✵ ♣✐①❡❧s ❀ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ❡st ❞❡ ✶✶✳✶✼ ♠♠ × ✽✳✸✼ ♠♠✳
▲❡ ♣❛♥♦r❛♠❛ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ✈✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥
❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡st ✜①❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
s❝è♥❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ❡t ② ✐♥❝r✉st❡r ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❧❡
✢✉① ✈✐❞é♦✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s❝è♥❡ ♣♦✉r
♠❛✐♥t❡♥✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ♣✐♥❝❡ ❞❛♥s s♦♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣✉✐s ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ✐♥❝r✉st❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳
✹✳✻ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧
✹✳✻✳✶ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❙♦✐❡♥t tr♦✐s ❝❛♠ér❛s ❞❡ ❝❡♥tr❡s ♦♣t✐q✉❡s C✱ C ′ ❡t C ′′✳
❙♦✐❡♥t ψ✱ ψ′ ❡t ψ′′ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ❝❛♠ér❛s✱r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
✹✳✻ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧ ✾✸
❙♦✐❡♥t A ❡t B ❧❡s ❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡s ✷❉ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦✉❜❧❡ts ✭ψ✱ ψ′✮ ❡t ✭ψ′✱ ψ′′✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❙♦✐t F ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❞♦✉❜❧❡t ✭ψ✱ψ′✮ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡
❞❡ ❝❡ ❞♦✉❜❧❡t✳
❙♦✐t T ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✉ tr✐♣❧❡t ✭ψ✱ ψ′✱ ψ′′✮ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❝❡ tr✐♣❧❡t✳
▲❡ tr✐♣❧❡t ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ tr♦✐s ❞♦✉❜❧❡ts ✭ψ✱ψ′✮✱ ✭ψ✱ψ′′✮✱ ✭ψ′✱ψ′′✮ ❝❛✲
r❛❝tér✐sé ❝❤❛❝✉♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✿ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♥s❡✉r✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ tr✐♣❧❡t ✭ψ✱ψ′✱ψ′′✮ ♦ù ψ′ ❂ ψ′′✳ ▲❡ t❡♥s❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t Tˆ s✬é❝r✐t ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✶ ✿
Tˆ jki = a
j
iv
′k − v′jaki = ǫrjkF
i
r ✭✹✳✶✷✮
▲❡ t❡♥s❡✉r Tˆ ❞✉ tr✐♣❧❡t ✭ψ✱ψ′✱ψ′✮ ❡st ❞♦♥❝ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ F ❞✉ ❞♦✉❜❧❡t ✭ψ✱ ψ′✮✳
▲❡ t❡♥s❡✉r ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r tr❛♥s❢ér❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡♥tr❡ tr♦✐s ✐♠❛❣❡s ✿
❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ✉♥ ❞♦✉❜❧❡t ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭p✱ p′✮ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✭ψ✱ψ′✮ ❡t ✉♥ t❡♥s❡✉r
T ✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t p′′ ❞❛♥s ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ✐♠❛❣❡ ψ′′
❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ tr✐❢♦❝❛❧❡✱ s♦✐t ✿
p′′k = pi(p′nǫnjr)T
jk
i ✭✹✳✶✸✮
▲✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ♣♦✐♥t p′′ ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦s❛ïq✉❛❣❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦✉ ❜❛❝❦✇❛r❞ ♠❛♣♣✐♥❣✳
■❧ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ❞é✜♥✐r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✉❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ψ′′✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❆✈✐❞❛♥ ❡t ❙❤❛s❤✉❛ ❬✽✻❪ ❡st ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐r ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈✉❡ ψ′ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ D ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t✳ ❈❡❧❛
❝♦♥❞✉✐t ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
p′′ = Ap′ ⇒ p′′i = aijp
′j ✭✹✳✶✹✮
tk = v′′k − v′′ndkn ⇒ t
k = v′′ − v′ ✭✹✳✶✺✮
B = DA⇒ bki = d
k
na
n
i ✭✹✳✶✻✮
▲❡ r❡♣♦rt ❞❡ ❝❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❡♥s❡✉r
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s A✱ D ❡t t ✿
T jki = d
k
nTˆ
jn
i + t
kaji ✭✹✳✶✼✮
✹✳✻✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ♦ù ❧❡s ✐♠❛❣❡s ψ
❡t ψ′ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ♦❜s❡r✈❛♥t ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s❝è♥❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳
✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹
■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❧❛ ✈✉❡ ❧❛tér❛❧❡ ψ′′ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❞❡♣✉✐s
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❛♥❣❧❡ α ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à
❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✈✐rt✉❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥♥é à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ✉♥ ❛♥❣❧❡ α
❞❡ ❧❛ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✈❡rt✐❝❛✉① ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✮✳
❙♦✐❡♥t R1✱ R2✱ R3✱ R4 ❡t Rs ❧❡s r❡♣èr❡s ❛tt❛❝❤és ❛✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❣❛✉❝❤❡✱
❞r♦✐t❡✱ ✈✐rt✉❡❧✱ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ❧❛ s❝è♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ r❡♣èr❡ R4 ❡st
❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞é✜♥✐r D ❡t t ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛♥❣❧❡ α ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ d ❞❛♥s R4✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧✳ R1✱ R2✱ R3✱ R4 ❡t
Rs s♦♥t ❧❡s r❡♣èr❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❞r♦✐t❡✱ ✈✐rt✉❡❧✱ ✉♥ ♦❜❥❡t ❡t ❧❛ s❝è♥❡✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❧✐♠✐tés à tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠❛✐s ♣❛s ❧❡✉rs
✐♥t❡♥s✐tés✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❝♦♠♣r❡♥❞ ✿
✶✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ K ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❀
✷✳ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣♦sé❡
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❀
✸✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ F s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣♦sé❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✸ ❀
✹✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ D ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t ❀
✺✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞✬❛♠♦rç❛❣❡ Tˆ ❡t ❧❡ t❡♥s❡✉r T ❀
✹✳✻ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧ ✾✺
✻✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t❡ ❛❝q✉✐s❡s✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs
♣❛r ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❙♦❜❡❧✱ ♦♥ ❧❡s ♠❡t ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡t ♦♥ ❧❡s tr❛♥s❢❡rt
❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♠❛❣❡✳
✹✳✻✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦♥t❛❣❡ stéré♦s❝♦♣✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ❚■▼▼ ✹✵✵ ❞❡
❧❛ st❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✷✮✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❡st ❞❡ t②♣❡ P❈ ✭P❡♥t✐✉♠ ✭❘✮ ❉✱ ❈P❯ ✷✳✽✵ ●❍③✱ ✷ ●❇ ♦❢ ❘❆▼✮
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s♦✉s ❲✐♥❳P✳ ▲❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❈✰✰ ❛♥❞ ▼❛t❧❛❜
✭❘✮✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♠❛❣❡s st❛t✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ r♦✉❡
❞❡♥té❡ ✭✺✵✵ µ♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦✐❣ts ❞✬✉♥❡ ♣✐♥❝❡✱ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐s❡✳ ▲❡s
❞❡✉① ♦❜❥❡ts s♦♥t ❡♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❝❧❛✐r✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st ♥♦✐r ✿ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞é❧✐✈ré❡s
♣❛r ❧❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s s♦♥t ❞♦♥❝ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❝♦♥tr❛sté❡s ♣♦✉r êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr❛✐✲
té❡s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❆ ❞r♦✐t❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❡♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❝❧❛✐r✱ à ❣❛✉❝❤❡ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt
❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡ α ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✵➦ à ✽✵➦ ✿ ❧❛ r♦✉❡ ❡st
❜✐❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞♦✐❣ts ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡✳
✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣✐♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ♣✐è❝❡ ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠
♦①②❞é ✿ ✐❧s s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r s♦♠❜r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s
✐♠❛❣❡s ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❝♦♥tr❛sté❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❝♦♥❢♦r♠❡s à ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡
❧❛ ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦✲r♦❜♦t✐q✉❡✳ ▲❛ ♣✐è❝❡ ♠❡s✉r❡ ✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠✳ ▲❛ ✜✲
❣✉r❡ ✹✳✶✸ ♠♦♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡
α ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✵➦ à ✽✵➦✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❊♥ ❤❛✉t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠✱ ❡♥ ❜❛s ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s
❝♦♥t♦✉rs ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❛♥❣❧❡ α ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✵➦ à ✽✵➦ ✿ ❧❛ ♣✐è❝❡ ❡st ❜✐❡♥
♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡s ❞❡✉① ❞♦✐❣ts ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡✳
❈❡s ❞❡✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ α ❂ ✽✵➦ ❡st ✐❞é❛❧❡
♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❧❛tér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣✐♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ à ❛ttr❛♣❡r✳ ❉❛♥s ❧❛
tr♦✐s✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ α ❡st ✜①é à ✽✵➦ ❡t ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❚■▼▼ ✹✵✵ ❡st
♣♦s✐t✐♦♥♥é ❧❛tér❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❯♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ❞❡ ✹✷✹ µ♠
❡st ré❛❧✐sé❡✱ ❡t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❣é♥éré❡s ❛✉ ❞é♣❛rt ❡t à ❧❛ ✜♥✳ ▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❡st ❡st✐♠é ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❛ ♠❡s✉ré ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡
✸✾ ♣✐①❡❧s ❡t ✹✷ ♣✐①❡❧s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❡t ré❡❧❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✵✳✶ ♣✐①❡❧s✳ ▲❡s ✈✉❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s r❡♣r♦✲
❞✉✐s❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳
❉❛♥s ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠♦♥t❛❣❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ❝♦♥s❡r✈é✳ ▲❡ ✢✉①
❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❝✐s
❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣✐è❝❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✿
❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✮✳
▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉① ♦♥t été ✿ ✻✹✵ × ✹✽✵ ♣✐①❡❧s à ❧❛ ❝❛❞❡♥❝❡ ❞❡ ✻ ❍③✳
✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ▲❡ s❝❤é♠❛✲❜❧♦❝ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✳
▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u(kT ) ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t✐♥❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ z∗ ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ z(kT ) ✿
u(kT ) =
z ∗ −z(kT )
k
✭✹✳✶✽✮
❛✈❡❝ k ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ T ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ✜♥❛❧❡ ❡t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t❡s ❞é❧✐✈ré❡s ♣❛r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ré❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ❧❛tér❛❧❡♠❡♥t✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡
❜✐❡♥ ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✸ µ♠✳
✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❝♦♥❝❡r♥❛✐t ❧❡s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s
❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✿ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ r♦❜✉st❡s ❛✉① ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ✐♠❛✲
❣❡r✐❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ♥❡t✲
t❡té✱ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r q✉✐ ét❛❜❧✐ss❛✐t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t
r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♥❡ts ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❡♥
❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✸❉ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ✐♠❛❣é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ét❛❜❧✐
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❛❧❧♦♥❣é❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉✈❛✐t s❡r✈✐r à ❡st✐♠❡r s❛ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳
✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣✐è❝❡ ✿ ✭❛✮ ❧❡s ✈✉❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s
✈✐rt✉❡❧❧❡ ❡t ré❡❧❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❀ ✭❜✮ ❧❡s ✈✉❡s ✜♥❛❧❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❡t ré❡❧❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
✭❛✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ✶✵✵ ✐té✲
r❛t✐♦♥s✳
✭❜✮ ❩♦♦♠ s✉r ❧❡s ✺✵ ❞❡r♥✐èr❡s ✐tér❛✲
t✐♦♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣✐è❝❡ ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞✬✐tér❛t✐♦♥✳
✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✾
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ♠♦s❛ïq✉❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
❞❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✈✐rt✉❡❧s ♠❛r✐❛♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝❤❛♠♣ ❞❡
✈✐s✐♦♥✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ r❡❝❛❧❛♥t ❡t ❡♥ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❧❡s
✐♠❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳ ▲❡s ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s s♦♥t ❛❧♦rs ♣r♦❥❡tés ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧
❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❢♦♥❞✳
P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣♦sé✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✈✐rt✉❡❧
❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tr♦✐s ✈✉❡s✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❡t ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡s ✢✉①
✈✐rt✉❡❧s s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ré❛❧✐s❡r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳
❚♦✉s ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♦♥t été ✈❛❧✐❞és✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ❣❛❣♥❡r❛✐❡♥t à ✉♥ ❝♦✲
❞❛❣❡ ♦♣t✐♠✐sé ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡✳
▲❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ♠♦s❛ïq✉❛❣❡ ❡t ♣❛r tr❛♥s❢❡rt tr✐❢♦❝❛❧ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s
❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❏✉❧✐❡♥ ❇❡rt ❞❡ ✷✵✵✹ à ✷✵✵✼✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ♣❛r ♥❡tt❡té✱
❡❧❧❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡ ❞❡ ✷✵✵✻ à
✷✵✵✾✳
✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❝♦♠♠❛♥❞❡ ré❢ér❡♥❝é❡ ✈✐s✐♦♥✱ ❞és✐❣♥❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①tr❛✐t❡s ❞✬✉♥ ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡s ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ r♦❜♦t✳ ❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ✐❧ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♦✉tr❡ ✉♥ r♦❜♦t✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡r✐❡✱ ✉♥❡
✈✐s✐♦♥ ❡t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✉r ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ▲❡ r♦❜♦t ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛✲
t❡✉r ♦✉ ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r✱ ❛✉① é❝❤❡❧❧❡s✱ ♠❛❝r♦✱ ♠✐❝r♦ ♦✉ ♥❛♥♦ ♠étr✐q✉❡✳ ▲✬✐♠❛❣❡✲
r✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✿❝❛♠ér❛✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ é❝❤♦❣r❛♣❤❡✱
✢✉♦r♦s❝♦♣❡✱ ■❘▼✱ s❝❛♥♥❡r t♦♠♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ✳✳✳ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞♦✐✈❡♥t
tr❛❞✉✐r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡t ❧❡ r♦❜♦t✳
▲✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♥✲
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ✭r♦❜♦t✱ ✐♠❛❣❡r✐❡✮✳ ❆ ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r ❧✬é✈❡♥t✉❡❧ r❡t❛r❞ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛❝q✉ér✐r
❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❡♥ t✐r❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❬✶✺✶❪✱❬✶✻✷❪✱ ❬✶✽✾❪✱ ❬✶✾✹❪✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳
✶✵✶
✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
▲✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r ❛✉t♦♠❛t✐s❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿
✕ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉❞❛❣❡✱ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱ ❧❛ ♣❡✐♥t✉r❡✱ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡
♣✐è❝❡s ❬✶✾✻❪✱
✕ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡s ♦✉ s♣❛t✐❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❬✷✵✼❪✱❬✶✽✺❪✱
✕ ♠é❞✐❝❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ❬✷✵✹❪✱ ❬✷✵✺❪✳
❙❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❡t r♦❜♦t✱ ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉é❡s ✿
✕ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡st ♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ r♦❜♦t✱ s❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞♦♥❝ ❝❡✉① ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡r✐❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡②❡✲✐♥✲❤❛♥❞✱
✕ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ✜①é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ♦❜s❡r✈❡ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✉ r♦❜♦t✱ ♦♥
♣❛r❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡②❡✲t♦✲❤❛♥❞✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❡st tr♦♣ ❧♦✉r❞❡ ♣♦✉r
❧❡ r♦❜♦t✱ ❝✬❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❞✉ ❈❚ s❝❛♥♥❡r✱ ❞❡ ❧✬■❘▼✳ ▲❡s
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉
s✐❣♥❡ ♥é❣❛t✐❢ ♣rès✳
▲❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é❧✐✈ré ♣❛r ✉♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s♣❛✲
t✐❛❧❡ ✭t♦rs❡✉r ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✮ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞✉ r♦❜♦t ✿ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t
✈✐s✉❡❧ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡✉① ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉és s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞❡ ♦♣ér❛t♦✐r❡✳
✕ ❙✐ ❧❡ r♦❜♦t ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❥♦✐♥ts✱ ❝❡ q✉✐
❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s r♦❜♦ts ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉①✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞♦✐t ❥✉st❡ êtr❡
✐♥té❣ré❡ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ à ❛♣♣❧✐q✉❡r
s✉r ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❞✬✐♥✲
té❣r❛t❡✉r ♣✉r ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳ ❈❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts s♦♥t ✿ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❡t ❧❛ ♥♦♥
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉t ✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
s✐♦♥ ❡t ❞❡s ❡✛❡ts ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r
❝♦♠♠❛♥❞❡r ❞❡s r♦❜♦ts ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ✐♥❞✉str✐❡❧s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s ❬✶✽✾❪ q✉❡ ✐♥❞✉s✲
tr✐❡❧s ❡t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ♠✐❝r♦✲♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s t❛❝❤❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t
❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❬✶✹❪✳
✕ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱ s✐ ❧❡ r♦❜♦t ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❜❛✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s ❥♦✐♥ts✱ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ r♦❜♦t ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r
❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ✈✐t❡ss❡✱ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦✉♣❧❡ ❡t t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s
❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ❞❡s ❡✛❡ts ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r
❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts r❛♣✐❞❡s ❞✉ ❝÷✉r ❬✶✹✸❪ ♦✉ ❞✬✉♥ r♦❜♦t
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❬✶✽✷❪✳
❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡✱ tr♦✐s ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés✳
✺✳✷ ❉❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ✶✵✸
✕ ❊♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✷❉ ♦✉ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ré❢ér❡♥❝é ✐♠❛❣❡ ✭■❇❱❙ ✮✱
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ✷❉ ❡t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
✐♠❛❣❡s✳ ■❧ ♣❡✉t s✬❛❣✐r ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt✱ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
❞r♦✐t❡s✱ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ♣✐①❡❧s✱ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ✳✳✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ré✲
s✉❧t❛ts ♣ré❝✐s ♠❛✐s s♦✉✛r❡ ❞✉ ♥♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
✸❉✳
✕ ❊♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✸❉ ♦✉ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ré❢ér❡♥❝é ♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❇❱❙ ✮✱
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ t②♣❡ ✸❉ ❡t ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✷❉ ❡①tr❛✐t❡s
❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣❡r♠❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠❛✐s ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♠♦✐♥s ♣ré❝✐s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
■❧ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❬✾✼❪✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s
❝❛s✱ ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡♠❡✉r❡ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✶✽✾❪✳
✺✳✷ ❉❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s
❛✈éré❡s✱ ❤♦r♠✐s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❤♦r❧♦❣èr❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡♣✉✐s ♣❡✉ ❞❡s ✈❡r✲
s✐♦♥s ré❞✉✐t❡s ❞❡ ♠❛❝r♦✲r♦❜♦ts ✐♥❞✉str✐❡❧s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
❡♥tr❡ ♣♦st❡s ♦✉ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱ ❡t ❜✐❡♥ sûr ❧✬✐♥❞✉str✐❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ q✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❞ ❤♦❝ ♣♦✉r ❧❡s ▼❊▼❙ ♣❤❛r❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❛❝❝é❧ér♦♠ètr❡s✱ ❧❡s ❣②✲
r♦s❝♦♣❡s✱ ❧❡s ♠❛❣♥ét♦♠ètr❡s ❡t ❧❡s ♠✐❝r♦♣❤♦♥❡s ✭✢✐♣✲❝❤✐♣ ♥♦t❛♠♠❡♥t✮ ❬✶✽✸❪✳ ▲❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡♠❡✉r❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♦♣t♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✳
❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❢❛✐ts ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ✭❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠✐❝r♦✲
r♦❜♦t✱ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡✱ ✳✳✳✮ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s♦✉❤❛✐t♦♥s ♣❛s
rés✉♠❡r ✐❝✐✱ ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ à ❝❡✉① ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t
✈✐s✉❡❧ ❡st ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❧❛ tâ❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ét✉❞✐é❡ ❡st
❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❡✈✐❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ tr♦✉ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡✳
▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s s♦♥t ❧✬÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❇✳ ❏✳ ◆❡❧s♦♥ ✭❬✾✹❪✱
❬✶✵✻❪✱ ❬✷✵✷❪✱ ❬✶✵✷❪✮✳ ❊❧❧❡ ❛ ré❛❧✐sé ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐sé❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❡✈✐❧❧❡ ❞❡ ✷✷✾ µ♠
❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❛♥s ✉♥ tr♦✉ ❞❡ ✷✺✹ µ♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞❡ ✷✳✷
µ♠✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ é❧❡✈é ❞✉ ❥❡✉ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✿ ✷✺ µ♠✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✉♥
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✷×✱ ✶✵×✱ ✷✵× ❡t ✺✵×✱
❡st ✉t✐❧✐sé✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ❛✉t❡✉rs ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t à q✉❛tr❡ é❝❤❡❧❧❡s
❞❡ ❣r♦ss✐❡r à ✜♥ ✿ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❛ss❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✷× ❛✉ ❞é❜✉t à ✺✵× à ❧❛ ✜♥✳
■❧s ♦♥t ❝♦♥str✉✐t ❧❡✉r ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ▲◗ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❝❧❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳ ▲✬éq✉✐♣❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥
♣r♦❞✉✐t ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ✭❬✶✷✺❪✱ ❬✶✺✵❪✮✳ ▲❡ ❝÷✉r ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡✈✐❧❧❡s
✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❞❡ ✺✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ❞❛♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ tr♦✉s ❞❡ ✺✷✵ µ♠ × ✶✶✵ µ♠ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡✉① r♦❜♦ts à q✉❛tr❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡t q✉❛tr❡ ✐♠❛❣❡r✐❡s✳
▲❡ ❥❡✉ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✶✵ µ♠ ❡t ✷✵ µ♠✳
❉❡ ♠ê♠❡ ❚❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭❬✶✹✾❪✮ ♦♥t ré❛❧✐sé ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❡✈✐❧❧❡ ❞❡ ✹✺✵ µ♠ ×
✹✵✵ µ♠ × ✸✵✵ µ♠ ❞❛♥s ✉♥ tr♦✉ ❞❡ ✻✺✵ µ♠ × ✺✵✵ µ♠ × ✸✵✵ µ♠ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✉ ❣r♦ss✐❡r✲à✲✜♥✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣rès q✉✬✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ③♦♦♠ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ♥♦♥ ❞✐s❝r❡t✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ✉♥ ❥❡✉ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ✿ ✐❧ ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡
✶✵✵ µ♠ ❡t ✷✵✵ µ♠✳
▲❡s tr❛✈❛✉① s✉✐✈❛♥ts ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❢♦r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ré❛✲
❧✐s❡r ✿
✶✳ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❡✈✐❧❧❡ ❞❡ ✽✵ µ♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛❧és❛❣❡ ❞❡ ✶✵✵ µ♠
♣❛r ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭❬✶✷✻❪✮✱
✷✳ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❡✈✐❧❧❡ ❞❡ ✺✵✵ µ♠ × ✷✵ µ♠ ❞❛♥s ✉♥ tr♦✉ ❞❡ ✺✺✵ µ♠ × ✺✵✵
µ♠ ♣❛r ❊♥✐❦♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭❬✶✷✽❪✮✱
✸✳ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡ ré❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♥t s✐① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✭✉♥
s♦❝❧❡✱ ❧❛ r♦✉❡ ❡t ❧❡ ♣✐❣♥♦♥ ❞❡s ♠✐♥✉t❡s✱ ❧❛ r♦✉❡ ❡t ❧❡ ♣✐❣♥♦♥ ❞❡s ❤❡✉r❡s✱ ✉♥❡
tr♦✐s✐è♠❡ r♦✉❡ ❡t ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣✐❣♥♦♥✮✭❬✶✶✹❪✮✱
✹✳ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ✷ m♠ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ♥❡✉❢
♣✐è❝❡s ✭✷ ❛r❜r❡s✱ ✻ r♦✉❡s ❞❡♥té❡s✱ ✶ ❜❛s❡ ❞❡♥té❡✮ ✭❬✶✹✼❪✱❬✶✼✶❪✮✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ tâ❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ét✉❞✐é❡ ❡st ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s
r❛✐♥✉r❡s ❡♥ ❱✳
▲❡s tr❛✈❛✉① s✉✐✈❛♥ts ❡♥ ♣❛r❧❡♥t ✿ ❬✶✶✽❪✱ ❬✶✶✼❪✱ ❬✶✺✹❪✱ ❬✶✷✵❪✳
❖✉tr❡ ❧❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❛♣♣❧✐q✉é✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t
ét✉❞✐é ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❈❡s ét✉❞❡s ❢♦♥t s✉rt♦✉t r❡ss♦rt✐r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠♦❞é✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✿ ❬✽✼❪✱ ❬✶✵✻❪✱ ❬✶✸✺❪✱ ❬✶✹✷❪✱ ❬✶✹✽❪✳ ❉❡ t♦✉t❡s
❧❡s ❢❛ç♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❧❡s ❞é✲
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞é❥à ré❛❧✐s❡s ❡♥ s✉✐✈✐ ✭❬✶✸✸❪✮ ❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✭❬✶✺✶❪✱ ❬✶✻✷❪✮
❞❡♠❡✉r❡♥t t♦✉s ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✐♥térêt✳
❉✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ♠✉❧t✐♥✐✈❡❛✉① ✿ ❬✾✻❪✱ ❬✶✸✷❪✳
✺✳✸ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s
❈♦♠♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♥♦s ❝♦❧❧è❣✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
♣❛r ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❤❡✈✐❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❡s❛❣❡
✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✳ ❧❛ ❝❤❡✈✐❧❧❡ ❡t ❧✬❛❧és❛❣❡ s♦♥t ♣r✐s♠❛t✐q✉❡s ❀
✺✳✹ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ✶✵✺
✷✳ ❧❡ ❥❡✉ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✺ µ♠❀
✸✳ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❢♦rç❛❣❡ ❡t ♣❛s ❞❡ r❡t♦✉r ❞✬❡✛♦rt ✿ ♦♥ ❝♦♠♣t❡ s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
x
y
z
x
y
z
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ✿ ❝✐❜❧❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s ✭à
❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♣r✐s♠❛t✐q✉❡s ✭à ❞r♦✐t❡✮
❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞é✜s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❛❧♦rs ✐♠♣♦r✲
t❛♥ts ✿
✶✳ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ r♦❜✉st❡s✱ ♣ré❝✐s❡s ❡t r❛♣✐❞❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✉t✐❧✐sés✱
✷✳ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡s✱ ♣ré❝✐s❡s ❡t r❛♣✐❞❡s ♣♦✉r t❡♥❞r❡
✈❡rs ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té ♣♦✉r ❧❛ ♣✐♥❝❡ à ❞❡✉① ❞♦✐❣ts ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♠♦②❡♥s ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❡✉① ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ♦♣t✐q✉❡s✱ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛t❡✉r✱ ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r ❡t ✉♥ r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
♠❛tér✐❡❧❧❡ ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❛ été tr❛✐té❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs ré❝r✉tés s✉r ❝♦♥tr❛t✳
✺✳✹ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥
♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ P❛tr✐❝❦ ❙❛♥❞♦③
❡t P❛tr✐❝❡ ▲❡ ▼♦❛❧✱ t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛r❣és ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❈◆❘❙ à ❋❊▼❚❖✲❙❚✳
◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ é✈♦❧✉❛♥t s✉r
✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ❙♦♥ ✐♥térêt rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡
❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✳ ❙❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ t♦✉t ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r
♣❡r♠❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳
❈❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉r s❝è♥❡ ♣❧❛♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣♦rt❡r ❛✉ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ✉♥❡
❝✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❛
✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ r♦❜♦t ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❍②♣♦t❤ès❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✉ s✉✐✈✐ ❞✉ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡✳
✺✳✹✳✶ ❙✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❢r❛♥❣❡s
●✉✐❞és ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡ ♦ù ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢r❛♥❣❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① rés❡❛✉① P1 ❡t P2 ❞❡ ❢r❛♥❣❡s ❞✬é❣❛❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡
f ✳ ▲❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ r♦❜♦t✳ ▲❡s rés❡❛✉① s♦♥t t❡❧s
q✉❡ ✿
✶✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♥❣❡s N1 ❞❡ P1 ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢r❛♥❣❡s N2 ❞❡ P2 ❀
✷✳ ❧❡s ❢r❛♥❣❡s ❞❡ P2 s♦♥t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ❞❡ P1✳
❙♦✐t RI = (O,X, Y )✱ ❧❡ r❡♣èr❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳
❙♦✐t D1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t D2✮ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♠é❞✐❛♥❡ ❞✉ rés❡❛✉ P1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
P2✮ ❞❛♥s RI ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t P à
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ P1 ❡t P2 ✭✜❣✉r❡ ✺✳✹✮ ✿
P = D1 ∩D2 ✭✺✳✶✮
❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ♠é❞✐❛♥❡s
▲❛ ❞r♦✐t❡ D1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t D2✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ♠✐❧✐❡✉① Mi ❞✉ rés❡❛✉ P1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t P2✮✳
✺✳✹ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ✶✵✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ P✳
❙♦✐t (xi yi)⊤ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ Mi✳
▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞✉ s✉✐✈✐ ❡t s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s rés✐❞❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s ✿ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ yi ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t xi✮ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥tMi ❞❡ P1 ✭r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t P2✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞ér♦✉❧é❡ ϕxi(y) ✭r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ϕyi(x)✮ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s(y) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s(x)✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s [Lmin Lmax]
❞✉ rés❡❛✉ P1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t P2✮ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ xi ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❧✐❣♥❡
yi✮✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞ér♦✉❧é❡ ϕxi(y) ❡st ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✶✳ ϕxi(Lmin) = 0 ❀
✷✳ ϕxi(Lmax) = −(2N1 + 1)π ❀
✸✳ ϕxi(yi) =
ϕxi (Lmax)−ϕxi (Lmin)
2
= −(N1 + 0.5)π ❀
✹✳ ϕxi(y) = αxiy + βxi ∀Lmin < y < Lmax✳
❛✈❡❝ αxi ❡t βxi ❞❡✉① ré❡❧s✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞ér♦✉❧é❡ ϕyi(x) ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré✲
❝é❞❡♥t❡s ❡♥ ✐♥t❡r✈❡rt✐ss❛♥t x ❡t y✱ N1 ❡t N2 ❛✐♥s✐ q✉❡ xi ❡t yi✳
▲✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ♠èr❡ ❞❡ ▼♦r❧❡t ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ❝❡s ❢❛❝✉❧tés à ❝❛❧❝✉❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✭❬✶✾✾❪✱ ❬✼✾❪✱ ❬✶✾✽❪✱
❬✶✾✺❪✮ ✿
ψ(u) = e−(
u
Lw
)2(cos 2πνu+ j sin 2πνu) ✭✺✳✷✮
❛✈❡❝ ✿
✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
✶✳ ν ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥ ♣✐①❡❧s ❞❡s ❢r❛♥❣❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ν = kf ♦ù k ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❀
✷✳ Lw ❡st ✉♥ ré❡❧ ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡✳
▲❡s ❧✐♠✐t❡s [Lmin✱ Lmax] ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ϕ s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥
♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ ▼♦r❧❡t Ws ❞✉ s✐❣♥❛❧ s(u) ✿
Ws =
∑
wu(1, u) ✭✺✳✸✮
❛✈❡❝ wu(1, u) ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ❞❡ s(u) ❛✉ ♣♦✐♥t u ✿
wu(1, u) =
v=+H
2∑
v=−H
2
s(u+ v)ψ(v) ✭✺✳✹✮
♦ù H ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s(u)✳
❆✉ ✜♥❛❧ ✿
✶✳ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts Mi ❞❡ P1 ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❞r♦✐t❡ D1 ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✿
y = a1x+ b1 ✭✺✳✺✮
✷✳ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts Mi ❞❡ P2 ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❞r♦✐t❡ D2 ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✿
x = a2y + b2 ✭✺✳✻✮
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ P ✿
XP =
a1b2 + b1
1− a1a2
✭✺✳✼✮
YP =
a2b1 + b2
1− a1a2
✭✺✳✽✮
ΘP = arctan a1 ✭✺✳✾✮
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✶✳ ❖♥ ❛❝q✉✐❡rt ❧✬✐♠❛❣❡✳
✷✳ ❖♥ ❞ét❡❝t❡ ❡t ✐s♦❧❡ ❝❤❛q✉❡ rés❡❛✉✳
✸✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ν
❞❡s ❢r❛♥❣❡s✱ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ♠èr❡ ❞❡ ▼♦r❧❡t ❝♦✉rt❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❞❡s
❧✐♠✐t❡s ❞❡s rés❡❛✉①✱ ❧✬♦♥❞❡❧❡tt❡ ♠èr❡ ❞❡ ▼♦r❧❡t ❧♦♥❣✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❡①❛❝t ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡ k✳
✺✳✹ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ✶✵✾
✹✳ P♦✉r ❧❡ rés❡❛✉ P1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t P2✮ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦✉rt❡ ❡t
❧♦♥❣✉❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❣♥❡s✮ ♣♦✉r ❝❛❧✲
❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ♠✐❧✐❡✉① ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♠é❞✐❛♥❡ D1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
D2✮✳
✺✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞r♦✐t❡s D1 ❡t D2
s❡❧♦♥ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été é✈❛❧✉é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
▲❛ ❝✐❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❡♥ ✈❡rr❡ ❞é♣♦❧✐ ♦ù ❧❡s rés❡❛✉① s♦♥t ❣r❛✈és ♣❛r ♣❤♦t♦❧✐✲
t❤♦❣r❛♣❤✐❡✳ ▲❡ rés❡❛✉ P1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t P2✮ ❝♦♠♣r❡♥❞ N1 = 18 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
N2 = 16✮ ❞❡ ♠♦t✐❢s r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ ✷✺✵ µ♠ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r✱ s♦✐t ❞❡s ❢r❛♥❣❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡
✺✵✵ µ♠ ♦✉ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 0.002µ♠ −1✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐❧❧✉♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❞❡ss♦✉s à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ▲❊❉ ❡t ♦❜s❡r✈é❡ à ✷✵ c♠ ♣❛r ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❞é❧✐✈r❛♥t ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❞❡ ✺✶✷ × ✺✶✷ ♣✐①❡❧s à ✷✺ ❍③ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✺✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ P❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠✐❝r♦✲♠♦t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ✉❧tr❛✲s♦♥♦r❡✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✻✱ ✺✳✼✱ ✺✳✽ ❡t ✺✳✾ ♠♦♥tr❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✭❢réq✉❡♥❝❡ ν
❂ ✻✷ ♣✐①❡❧−1✮✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❝♦✉rt❡s ✭Lw ❂ ✵✳✼✮✱ ❧❛
♣❤❛s❡ ❞❡ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❧♦♥❣✉❡ ✭Lw ❂ ✶✳✸✮ ❡t ❧❡s ❞r♦✐t❡s ✐♠♣r✐♠é❡s
s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s
♠é❞✐❛♥❡s ❡st ❞❡ ✵✳✵✶ ♣✐①❡❧✳
✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ▲❡ s✐❣♥❛❧ s(x) ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s(x)✳
✺✳✹ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ✶✶✶
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s(x)✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ▲❡s ❞r♦✐t❡s ♠é❞✐❛♥❡s ❞❡s ❞❡✉① rés❡❛✉① ✐♠♣r✐♠é❡s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳
✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
✺✳✹✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ❝♦♥str✉✐t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥
♠✐❝r♦✲♠♦t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ✉❧tr❛✲s♦♥♦r❡ à ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❬✾✽❪✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✉♥
rés♦♥❛t❡✉r✲❣❧✐ss❡✉r ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t r♦t❛t✐♦♥
s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞✉r❡s ❡t ❧✐ss❡s✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✹×✺ ❝ér❛♠✐q✉❡s ♣✐é③♦✲é❧❡❝tr✐q✉❡s
❞❡ t②♣❡ P❩❚ ✭P❧♦♠❜✲❩✐r❝♦♥✐✉♠ ❚✐t❛♥❛t❡✮ ❡st ❝♦❧❧é s✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❡♥ ❜r♦♥③❡✲ ❜❡✲
r②❧❧✐✉♠ ❞❡ ✻✹ ♠♠ × ✸✽ ♠♠ × ✷✳✺ ♠♠ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬② ❝ré❡r ❞❡s ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
❞❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ◗✉❛tr❡ ♣✐❡❞s ❞❡ ✸ ♠♠ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s♦♥t ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❞✐s♣♦sés s✉r ❧❡
❞❡ss♦✉s ❞✉❞✐t rés♦♥❛t❡✉r ❀ ❧❡✉r ❢r✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥✈❡rt✐t ❧❡s ♦♥❞❡s
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✱ ✺✳✶✶✮✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞✉ s②stè♠❡
❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✼✵ ❣ ❡t ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ✈❡rr❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♠✐❝r♦✲♠♦t❡✉r ✉❧tr❛✲s♦♥♦r❡✳
▲✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝ér❛♠✐q✉❡s ♣❡r♠❡t ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✹ ❡t
✻ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛✉① ✭❛①❡ X✮ ❡t ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✸ ❡t ✺ tr❛♥s✈❡rs❡s ✭❛①❡ Y ✮✱
s❡❧♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡♥s✐♦♥s U sin 2πft ❡t U sin(2πft + π)✳ ▲❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
♠♦❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ♦ù
✉♥ ♠♦❞❡ ❞é❣é♥éré ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡♥ r♦t❛t✐♦♥✳
▲❡ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ❡st ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡ ✿
à t♦✉t ♠♦♠❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ❝♦♠♠❛♥❞é✳ ▲✬❡♥tré❡ ❡st ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞✬❛❧✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ U sin 2πft t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦✉❤❛✐té
✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✮✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ s✉✐✈✐ ❧❡
♣❧✉s ❡①❛❝t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❢r❛♥❣❡s ❛✈❡❝ s❛ rés♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ✵✳✵✶ ♣✐①❡❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ très ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧❛ ❢♦r❝❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✱ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✬❡st tr♦✉✈é ♣❡rt✉r❜é ♣❛r
❧❡s ❝â❜❧❡s ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❢r❛♥❣❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ♣❛r ❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ à ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
✺✳✹ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ✶✶✸
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ▲❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❝r♦✲♠♦t❡✉r ✿ st✐❝❦✲s❧✐♣✳
❉é♣❧❛❝❡♠❡♥t ▼♦❞❡ ❋réq✉❡♥❝❡ ✭❦❍③✮
X+ ✭✻✱✵✮ ✸✺✳✼
X− ✭✹✱✵✮ ✶✺✳✹
Y+ ✭✵✱✺✮ ✻✸
Y− ✭✵✱✸✮ ✷✵
Θ+ ✭✵✱✺✮ ✷✻✳✺
Θ− ✭✵✱✺✮ ✶✾✳✺
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ♠♦❞❡ ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡t ❢réq✉❡♥❝❡
✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❙❝❤é♠❛✲❜❧♦❝ ❞✉ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✳
à ✵✳✵✷✺ ♣✐①❡❧✳
▲❡ ♠♦♥t❛❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ♣❛r ❛✉t♦✲
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❝r♦✲
r♦❜♦t ✿ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❧✬❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ tr❛♥s♣♦rté❡✱ ❞✉ t❡♠♣s✳
❊❧❧❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ s❛♥s ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❝r♦✲♠♦t❡✉r✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❞❡ t②♣❡
❧♦♦❦✲t❤❡♥✲♠♦✈❡ ❛ été ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡❝t✐❧✐❣♥❡s
✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✸✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦rr✐❣é❡ ✿ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r s♦♥t
✶ µ♠ s❡❧♦♥✱ ❧✬❛①❡ X✱ ✸ µ♠ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ Y ❡t ✵✳✹➦ s❡❧♦♥ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
✺✳✺ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✶✺
✺✳✺ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
▲❡s ♣❛rt✐❡s s✉✐✈✐ ❡t ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✸❉ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t
❞✬✉♥❡ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❊r✐❝ ▼❛r❝❤❛♥❞ ❞❡ ■❘■❙❆✴▲❆●❆❉■❈✳
◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ ❧❡ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t
✭♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✮ ❡st à ❞♦♠❛✐♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ très ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐✲
s♦♥ ❞❡ s❛ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❜✐❧❡✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❧✉s q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ♣♦rt❡r ✉♥❡ ❝✐❜❧❡✱ ❡t ❛
❢♦rt✐♦r✐ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❢❛t❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t
✈✐s✉❡❧ ❡②❡✲t♦✲❤❛♥❞ ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ à ③♦♦♠ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✐♥té❣r❛♥t
❝❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ✿ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳
✺✳✺✳✶ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✷❉ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡
❈♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡ s♦♥ ♥♦♠✱ ❝❡t t②♣❡ ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ✷❉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡①tr❛✐t❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❧✐♠✐tés à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ét❛♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❡✉ ❝♦♥tr❛sté❡s ✭✈♦✐r
❝❤❛♣✐tr❡ ✸ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✮✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ r♦❜✉st❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡✈✐❡♥t
✉♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❧❡✈é ❡♥ ✈❛❧✐❞❛♥t ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐✳
s✉✐✈✐ ✷❉ ❛✈❡❝ ❊❙▼ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊❙▼ ✭❊✣❝✐❡♥t ❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✮ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼❛❧✐s ❬✶✸✸❪✱ ❬✶✻✾❪✳ ❊❧❧❡ tr❛✐t❡ ❧❡ s✉✐✈✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞✬❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡
❡♥tr❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡
❧✬✐♠❛❣❡ r❡❝❛❧é❡ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés✳ ❙♦✐❡♥t p∗ ❡t p ❞❡✉① ♣✐①❡❧s ❛♣♣❛r✐és ❞✬✐♥t❡♥s✐té I(p∗) ❡t
I(p) ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❝♦✉r❛♥t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t H ❧✬❤♦♠♦❣r❛♣❤✐❡
✭❣é♦♠étr✐q✉❡✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés w(H) ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✿
1
2
∑
p∗
(I(p∗, w(H))− I(p))2 ✭✺✳✶✵✮
❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥ ❝❛❧❝✉✲
❧❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡✳
❊❙▼ s✉♣♣♦s❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ t❡①t✉ré❡s✱ ❤♦rs ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉✲
✈❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❛✉ss✐ ❛✈♦♥s ♥♦✉s ❛ss♦❝✐é ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❢♦r❝❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✿ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t s❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡❝❛❧é❡
❞♦✐✈❡♥t ❣❛r❞❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ X × Y ✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡
✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
♠❡s✉r❛♥t ✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ❙✉✐✈✐ ✷❉ ❛✈❡❝ ❊❙▼ ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✐❧❧✉stré s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡
str✉❝t✉r❡ ✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ❡t ❧❡s ❞♦✐❣ts ❞✬✉♥❡ ♣✐♥❝❡✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆✳
s✉✐✈✐ ✷❉ ❛✈❡❝ ❞ét❡❝t❡✉r ❙■❋❚ ❡t ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙■❋❚ ✭❙❝❛❧❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ❋❡❛t✉r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠✮ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ▲♦✇❡
❬✶✸✶❪✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞ét❡❝tés ♣❛r ❙■❋❚ s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t à ❧❛ r♦t❛t✐♦♥✱ ❡t
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t à ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ✈✉❡✳
■❧s s♦♥t ❜✐❡♥ ❧♦❝❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s s♣❛t✐❛❧ ❡t ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ré❞✉✐s❛♥t
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬♦❝❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬❡♥❝♦♠❜r❡♠❡♥t✱ ♦✉ ❧❡ ❜r✉✐t✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❛tr❡ ♣❤❛s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿
✶✳ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡①tr❡♠✉♠ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ tr❛✐té❡ ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ ❉❖●✱
✷✳ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❡①tr❡♠✉♠ st❛❜❧❡s✱
✸✳ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts à ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱
✹✳ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❡t ❛✉ ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳
▲❡s ♣♦✐♥ts ❞ét❡❝tés s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❛r✐és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡✉rs ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❙■❋❚ ✿
❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❙■❋❚✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t
r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❞✬✉♥❡ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ✷✺✵ µ♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
✺✳✺ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✶✼
▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆✳ ❊❧❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡s ✜❜r❡s ♣❛r ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ s✉r ♥♦tr❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ ❙✉✐✈✐ ✷❉ ❛✈❡❝ ❙■❋❚ ❡t ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ✐❧❧✉stré s✉r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ✜❜r❡
♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ✷✺✵ µ♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆✳
❈♦♠♠❛♥❞❡ ✷❉ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡
▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥✲
térêt ✿ pi, i = 1...N ✳ ❙♦✐❡♥t pi = (ui, vi)⊤ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t pi✳ ❙❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s si = (xi, yi)⊤ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿
xi = xi(Γ) =
ui − x0
mf(Γ)
✭✺✳✶✶✮
yi = yi(Γ) =
vi − y0
mf(Γ)
✭✺✳✶✷✮
❛✈❡❝ x0✱ y0✱ m ❡t f(Γ) ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❛✉ ❣r❛♥❞✐s✲
s❡♠❡♥t Γ✳
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ Li(Z∗,Γ) ét❛❜❧✐ss❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡t ❧❛ s❝è♥❡ s✬é❝r✐t ✿
Li(Z∗,Γ) =
(
−1
Z∗
0 xi(Γ)
Z∗
xi(Γ)yi(Γ) −(1 + x
2
i (Γ)) yi(Γ)
0 −1
Z∗
yi(Γ)
Z∗
(1 + y2i (Γ)) −xi(Γ)yi(Γ) −xi(Γ)
)
✭✺✳✶✸✮
▲❛ ❞♦♥♥é❡ Z∗ ❡st ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ Z ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à pi ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✲s❝è♥❡ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡
✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té ❡①♣♦sé❡ ❛✉ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ ✸ ✭✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✦✮✳
P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt✱ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡♥ s ✿
s =

 s1. . .
sN

 ✭✺✳✶✹✮
P♦✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡
■❘■❙❆✴▲❆●❆❉■❈ ❬✶✺✶❪✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡r✲
r❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s∗ ❡t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❝♦✉r❛♥t❡s s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❧♦✐ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(
v
ω
)
= −λL+(Z∗,Γ)(s− s∗) ✭✺✳✶✺✮
♦ù ✿
✶✳ (v ω)⊤ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ r♦❜♦t ❀
✷✳ L+(Z∗,Γ) ❡st ❧❛ ♣s❡✉❞♦ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ L(Z∗,Γ) ❡t ❡st
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Li ✿
L(Z∗,Γ) =

L1(Z∗,Γ). . .
LN(Z∗,Γ)

 ✭✺✳✶✻✮
P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s é✈✐t❡r ❧❡s ❞é♣❛ss❡✲
♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥s✐❣♥❡✱ ❧❡ ❣❛✐♥ λ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡
s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ✿
λ = λmin + (λmax − λmin)e
−ρ‖s−s∗‖ ✭✺✳✶✼✮
❛✈❡❝ λmin✱ λmax ❡t ρ ✈❛❧❛♥t ✵✳✶✱ ✶ ❡t ✹✵ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
■❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ r♦❜♦t ✿ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥s✐❣♥❡ s∗ ✈❛r✐❛♥t ❛✈❡❝
❧❡ t❡♠♣s ✿ s ∗ (t)✳ ■❧ ❢❛✉t ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
(
v
ω
)
= −λL+(Z∗,Γ)(s− s∗) + λL+(Z∗,Γ)
∂s ∗ (t)
∂t
✭✺✳✶✽✮
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ r♦❜♦t ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s q˙ ♣❛r ✿
q˙ = J+
(
v
ω
)
✭✺✳✶✾✮
❛✈❡❝ J+ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ J ❞✉ r♦❜♦t✳
✺✳✺ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✶✾
✺✳✺✳✷ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✸❉
❈❡t t②♣❡ ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✸❉ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♣❛✲
t✐❛❧❡s✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ✉♥❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ✷❉ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣✉✐s ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s✳ ❈❡
♣r♦❝❡ss✉s à ❞♦✉❜❧❡ ♣❤❛s❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡s r✐sq✉❡s ❞✬❡rr❡✉r s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❝♦♥st✐✲
t✉❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ◆♦s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞❡ ❧✬■❘■❙❆ ❛✈❛✐❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❈❆❖ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❛✐t✱ ✐❧ r❡st❛✐t à
s❛✈♦✐r s✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❢❛✐❜❧❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ét❛✐t
✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❡st é❧❡✈é✳
s✉✐✈✐ ✸❉ ❛✈❡❝ ♠♦❞è❧❡ ❈❆❖
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ✸❉ ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡
■❘■❙❆✴▲❆●❆❉■❈ ✿ ❬✶✺✷❪✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✷❉ s✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t
à ✉♥ r♦❜♦t ✈✐rt✉❡❧✳
❙♦✐t ❆ ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣èr❡ RA✳
❙♦✐❡♥t si∗, i = 1...N ✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❆ ✿
❡❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
❙♦✐❡♥t si(r), i = 1...N ✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❈❆❖ ❞❡ ❆ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ r ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛
❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❆✳ ❈❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ♣❛r ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ à ❆ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ RC ✿
CMA✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs
❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡❧ q✉❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ♦✉ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲
▼❛rq✉❛rt✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ r♦❜✉st❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r r❡❥❡t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❛❜❡rr❛♥t❡s ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✿
∆ =
N∑
i=1
ψ(si(r)− si∗) = ψ(s(r)− s∗) ✭✺✳✷✵✮
❛✈❡❝ ψ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❚✉❝❦❡②✳
❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐✲
s✉❡❧ ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠ér❛ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞♦✐t ✐♥té❣r❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❱✐sP✱ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡❆ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ❝❛♠ér❛RC ✿ CMA✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❆ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ✜①❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ RF ✿ FMA✳ ❖r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ✿
✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
FMA =
F MC
CMA ✭✺✳✷✶✮
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ FMC q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ RF
à RC ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s RF ✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ✿❆ ét❛♥t ♣♦sé s✉r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r✱
❧❡s r❡♣èr❡s RA ❡t RF s♦♥t ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡s✳ ❯♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝❛❧✐❜ré❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ X ❞❡
RF ❞❡ ❆ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✶ ❡t ✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
A1xMA2x = (
CMA1x)
−1(CMA2x) =
(
I3×3
A1xTA2x
01×3 1
)
✭✺✳✷✷✮
❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿
A1xTA2x = (txx, txy, txz)
⊤ ✭✺✳✷✸✮
❉❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝❛❧✐❜ré❡ ❞❡ ❆ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ Y ❞❡ RF ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ ✈❡❝t❡✉r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿
A1yTA2y = (tyx, tyy, tyz)
⊤ ✭✺✳✷✹✮
▲❡ ♣r♦❞✉✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ Z ❞❡ RF ✿
A1zTA2z =
A1x TA2x ×
A1y TA2y = (tzx, tzy, tzz)
⊤ ✭✺✳✷✺✮
❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ FRA ♣❛r ✿
FRA =


A1xTA2x
A1yTA2y
A1zTA2z

 =

txx txy txztyx tyy tyz
tzx tzy tzz

 ✭✺✳✷✻✮
❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
FRA (
FRA)
⊤ = I3×3 ✭✺✳✷✼✮
det(FRA) = 1 ✭✺✳✷✽✮
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿
FMA =
(
FRA 03×1
01×3 1
)
✭✺✳✷✾✮
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♣❛r ✿
FMC =
F MA (
CMA)
−1 ✭✺✳✸✵✮
✺✳✺ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✷✶
❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
q✉❛tr❡ ❝♦✐♥s ♥♦♥ ❝♦♣❧❛♥❛✐r❡s ✭N ❂ ✺✱ ❧❡s ✹ ❝♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❡t ✉♥ ❞❡r♥✐❡r
❝♦✐♥ ❝❤♦✐s✐ s✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛❝❡✮✳ ▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été ❝♦♥❝❧✉❛♥t❡s ✿ ♦♥ ❛ ♣✉
s✉✐✈r❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣✐è❝❡s ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❞é❧✐✈ré❡s
♣❛r ✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ❧❛tér❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ s❝è♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ✹✺➦ ❛✈❡❝ ❧❛
♥♦r♠❛❧❡✳
❈♦♠♠❛♥❞❡ ✸❉
▲❡ s✉✐✈✐ ✸❉ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss✉s ❞é❧✐✈r❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ sA ❞❡
❆ ❞❛♥s RF ♣❛r ✿
sA =
(
F tA
θu
)
✭✺✳✸✶✮
▲❡s ❞♦♥♥é❡s F ti✱ θ ❡t u ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛①❡
❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❆ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ RF ✿
FMA =
(
FRA
F tA
01×3 1
)
✭✺✳✸✷✮
P♦✉r r❛♣♣❡❧ s✐ ✿
RA =

r11 r12 r13r21 r22 r23
r31 r32 r33

 ✭✺✳✸✸✮
❛❧♦rs θu ✈❛✉t ✿
θu =
1
2sinc(θ)

r32 − r23r13 − r31
r21 − r12

 ✭✺✳✸✹✮
❛✈❡❝ ✿
θ = arccos
r11 + r22 + r33 − 1
2
✭✺✳✸✺✮
sinc(θ) =
sin θ
θ
✭✺✳✸✻✮
❙♦✐t sA∗ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞és✐ré❡ ❞❡ ❆✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
sA∗ =
(
F tA∗
0
)
✭✺✳✸✼✮
❡t ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♦✉ ♠✐❡✉① à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❈❆❖ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡✳
✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❊♥ ❛❞♦♣t❛♥t ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦s✐t♦♥s sA∗ ❡t sA✱
❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❆ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(
✈
ω
)
F
= −λ


F tx −
F tx∗
F ty −
F ty∗
FRAθuα

 ✭✺✳✸✽✮
▲❡ ❣❛✐♥ λ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✷❉✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✾ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ❞✉ r♦❜♦t✳
✺✳✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
▲❡s ❝✐❜❧❡s ❆ ❡t ❇ ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❞❡✉① ♣✐è❝❡s ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ♦①②❞é ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ❉❘■❊ ✭❉❡❡♣ ❘❡❛❝t✐♦♥ ■♦♥ ❊t❝❤✐♥❣✮ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛r ❣r❛✈✉r❡ ✐♦♥✐q✉❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✳
❊❧❧❡s ♠❡s✉r❡♥t ✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ± ✶✳✺ µ♠ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥❝❤é❡s ❞❡ ✶✵✵
µ♠ × ✶✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ± ✶✳✺ µ♠ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦té✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ét✉❞✐é❡ ❡st
❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡s ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ♣❛r ❧❡✉rs tr❛♥❝❤é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥
❥❡✉ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✲✸ ❡t ✰✸ µ♠ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✻✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ✸❉ à ré❛❧✐s❡r ♣❛r ✐♥s❡rt✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ✹✵✵
µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ± ✶✳✺ µ♠ ♣❛r ❧❡✉rs tr❛♥❝❤é❡s ❞❡ ✶✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠
± ✶✳✺ µ♠
▲❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡st ❞✐s♣♦sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
❝♦♥trô❧é s✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❛♥t✐✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞
✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r à tr♦✐s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ①②α éq✉✐♣é ❞✬✉♥ s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❧✐❛♥t ❡t ✉♥
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r à ❞❡✉① ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ③ϕ éq✉✐♣é ❞✬✉♥❡ ♣✐♥❝❡ à ❞❡✉① ❞♦✐❣ts✳ ▲❡s
r♦❜♦ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡s ♣✐è❝❡s✳ ▲❛ ♣✐♥❝❡
❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❛tr❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭❞❡✉① ♣❛r ❞♦✐❣t✮ ❬✶✹✵❪✳ ❯♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥♥é ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ✭▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆✮ ❡t ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ✭◆❛✈✐t❛r ✶✲✻✵✶✶✸✮ ♣♦s✐t✐♦♥♥é
❧❛tér❛❧❡♠❡♥t à ✹✺➦ ❞❡ ❧❛ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❛ss✉r❡♥t ❧❡ r❡t♦✉r ✈✐s✉❡❧✳ ▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t
❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r xyα s✬é❝r✐t ✿
✺✳✺ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✷✸

q˙1q˙2
q˙3

 = J1

vxvy
ωα

 ✭✺✳✸✾✮
❛✈❡❝ ✿
✶✳ q1 ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬❛①❡ X✱
✷✳ q2 ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬❛①❡ Y ✱
✸✳ q3 ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛①❡ Z✱
✹✳ J1 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ✈❛❧❛♥t ✿
J1 =


cos q3 sin q3 0 q1
− sin q3 cos q3 0 q2
0 0 1 0
0 0 0 1

 ✭✺✳✹✵✮
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r zϕ s✬é❝r✐t ✿
(
q˙3
q˙4
)
= J2
(
vϕ
ωϕ
)
✭✺✳✹✶✮
❛✈❡❝ ✿
✶✳ q4 ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬❛①❡ Z✱
✷✳ q5 ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✬❛①❡ Y ✱
✸✳ J2 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ✈❛❧❛♥t ✿
J1 =


a cos q5 −a sin q5 a 0
− sin q5 cos q5 0 0
−a cos q5 a sin q5 a q4
0 0 0 1

 ✭✺✳✹✷✮
❛✈❡❝ a = cos 45➦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ✹✺➦ ❡♥tr❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛①❡
✈❡rt✐❝❛❧✳
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ré❛❧✐s❡r ✉♥❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥✲
❢ér✐❡✉r ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ ■❧
❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡t ♣♦✉✈♦✐r ✈ér✐✜❡r ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ t♦✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ●r❛❢❝❡t✳
▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❛r rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❛ r❡s♣❡❝té ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
✕ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t t❡♠♣♦r✐sé❡ s❡❧♦♥ ❧❛
❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✮ ❡t r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❀
✕ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ tâ❝❤❡ ✭ét❛t✮ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s
❥❡t♦♥s✮ ❡t r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❝❡r❝❧❡✳
❆✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✱ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❇ ❞❛♥s ❆ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❆ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❇ ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥❝❤é❡ ❞❡ ❆ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✼✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✕ ❘és❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❇ ❛✈❡❝ ❆✳
❆✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣✐è❝❡s s♦♥t ❞✐s♣♦sé❡s s✉r ❧❛ t❛❜❧❡
❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✽✮✳
◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❇ s❡❧♦♥ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✽✮ ✿
✶✳ ♣r✐s❡ ❞❡ ❇✱
✷✳ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❇ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣ré✲✐♥s❡rt✐♦♥ ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣ré✲
✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❇✮✱
✸✳ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡ ❇ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ✭❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥
❞❡ ❇✮✱
✹✳ ❧â❝❤❡r ❞❡ ❇✳
✺✳✺ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✷✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ✕ ❘és❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡❆ ✭❣❛✉❝❤❡✮
❡t ❇ ✭❞r♦✐t❡✮✳
▲❛ tâ❝❤❡ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣❤❛s❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✱ ❡t ❝❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡
♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ❞❡ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ r❡t♦✉r ❡t ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r
❢♦rç❛❣❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❢r❛❣✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ❡t ❞❡s ♣✐è❝❡s ✿ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♣t❡r
q✉❡ s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré✲✐♥s❡rt✐♦♥ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r
♣ré♣❛r❡r ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❇ à ❧❛ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥❝❤é❡
❞✬✐♥s❡rt✐♦♥✳
▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ ✭✐♠❛❣❡r✐❡✱ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t
✈✐s✉❡❧✮ ✉t✐❧✐sé✳ P♦✉r ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡s ❝❤♦✐① s✉✐✈❛♥ts ✿ ✭♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✈❡r✲
t✐❝❛❧✱ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✷❉✮ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣r✐s❡ ❡t ❧â❝❤❡r✱ ❡t
✭♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❧❛tér❛❧✱ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✸❉✮ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭▲❡✐❝❛ ▼❩✶✻❆✮ ❡st à ③♦♦♠ ✭❞♦♥❝ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t✮
❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡
❞é❝r✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✳
❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✷❉ ❡t ♣r✐s❡
▲❡s ♣r✐s❡s ❞❡ ♣✐è❝❡s s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❡♥ tâ❝❤❡s ❛t♦♠✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ③♦♦♠
❛✈❛♥t✱ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡✱ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡✱
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡t ❝❡♥tr❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣✐♥❝❡✱ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡
❥✉sq✉✬❛✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r✐s❡✱ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣✐è❝❡✱ ③♦♦♠ ❛rr✐èr❡✱ ♠♦♥té❡ ❞❡
✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❧❛ ♣✐♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣✐è❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✾✮✳ ◗✉❛tr❡ s②stè♠❡s s♦♥t ❝♦♠♠❛♥❞és ❞❛♥s ❝❡tt❡
séq✉❡♥❝❡ ✿ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ✭♦✉✈❡rt✉r❡✱ ❢❡r♠❡t✉r❡✮✱ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r zϕ ✭♠♦♥té❡✱ ❞❡s❝❡♥t❡✮✱
❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭③♦♦♠ ❛✈❛♥t ❡t ❛rr✐èr❡✮✱ ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r xyα ✭❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱
❝❡♥tr❛❣❡✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ ✕ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡ ❇
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✷❉ ❛✈❡❝
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✈✐s✉❡❧❧❡s s✱
❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✲✐♠❛❣❡ si ✭i = 1, 2, 3, 4✮ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t❡ ❞❡
❧❛ ♣✐è❝❡✳ ❊❙▼ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐✳
▲❡ t♦rs❡✉r ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ✿

✈x✈y
ωα

 = −λL+(Z∗,Γ)(s− s∗) ✭✺✳✹✸✮
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣✐♥❝❡✲ ♣✐è❝❡❇ Z∗ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té ♣❛r
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ ❞é♣❧❛ç❛♥t ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❜❛ss❡ ✈❡rs ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉① ♣✐❝s ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s❝è♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣✐è❝❡ ❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ à ❧❛ ♣✐♥❝❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉r
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à Z∗ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✵✳
❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Z∗ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡t ❧❛ ♠♦♥té❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ s✉r ❝❡❧✉✐ ❞✉
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
❞❡s ❡rr❡✉rs ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣r✐s❡ s✉r ❧❛ ♣✐è❝❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ♠❡s✉ré❡s s✉r ❧❡s ❞♦✐❣ts
✺✳✺ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✷✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r Z∗ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡tt❡té ✿ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣✐❝s ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈és✳
❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡✳
▲❡s ❧â❝❤❡r ❞❡s ♣✐è❝❡s ❆ ❡t ❇ s♦♥t ré❛❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧❛
♣r✐s❡✳
❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✸❉ ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
▲❡ ♣♦✐♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐è❝❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡
s♦♥ r❡♣èr❡✳ ❙❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à s✉✐✈r❡ ❞❛♥s ❧❡
✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❧❛tér❛❧✳ P♦✉r ❧❡s ♣✐è❝❡s ❆ ❡t ❇ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ✿
sA =
(
F tA
FRAθu
)
✭✺✳✹✹✮
sB =
(
F tB
FRBθu
)
✭✺✳✹✺✮
▲❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s
♣✐è❝❡s s✬é❝r✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿
✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
sA∗ =
(
F tA∗
0
)
✭✺✳✹✻✮
sB∗ =
(
F tB∗
0
)
✭✺✳✹✼✮
▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❆ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r xyα s❡❧♦♥ ✿
✈x✈y
ωα


F
= −λ


F tx −
F tx∗
F ty −
F ty∗
FRAθuα

 ✭✺✳✹✽✮
▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣ré✲✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❇ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡✉r xyα s❡❧♦♥ ✿ 
✈x✈y
ωα


F
= −λ


F tx −
F tx∗
F ty −
F ty∗
FRBθuα

 ✭✺✳✹✾✮
▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ❇ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r
zϕ s❡❧♦♥ ✿ (
✈z
ωϕ
)
F
= −λ
(
F tz −
F tz∗∗
FRBθuϕ
)
✭✺✳✺✵✮
❘és✉❧t❛ts
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣r✐s❡
✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✿ ③♦♦♠ ❢❛✐❜❧❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ✭❝♦♠♠❛♥❞❡
❣r♦ss✐èr❡✮ ❡t é❧❡✈é ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ✭❝♦♠♠❛♥❞❡ ✜♥❡✮✳
▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r✐s❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✷ ✿ s❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡
❡st ❞❡ ✷ µ♠ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✼×10−3 r❛❞✐❛♥ ♣♦✉r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✸ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡❧q✉❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts
❞❡ ❆ ❡t ❇✳
▲❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① r♦❜♦ts s♦♥t ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✹ ✿
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✜♥❛❧❡s s♦♥t ✹ µ♠ ❡t ✵✳✹×10−3 r❛❞✐❛♥ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t✳
❊♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t
✷❉ ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✸❉ ✿ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ✷ µ♠ ❝♦♥tr❡ ✹ µ♠✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✺ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣r✐s❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛✲
❧❛②❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ✜♥❛❧✳ ▲❡ ❥❡✉ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✜♥❛❧ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 3µ♠✳ ▲❛ q✉❛❧✐té
✺✳✺ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✷✾
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶ ✕ ❉❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣r✐s❡ ✿ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭à ❞r♦✐t❡✮
✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♣✐è❝❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡t
❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✭❞r♦✐t❡✮✳
✺✳✺ ❆ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ♠✐❝r♦✲♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✸✶
❞✉ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ✿ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s sé✲
q✉❡♥❝❡s✱ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺ ✕ ❉❡s ✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ✜♥❛❧❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✳
▲❡s ❡ss❛✐s ❡♥ ré♣ét❛❜✐❧✐té ♦♥t ❞♦♥♥é ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✶✳ ✉♥ t❛✉① ❞❡ ré✉ss✐t❡ ❞❡ ✼✷ ✪✱
✷✳ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✵s ♣♦✉r ❞❡s ♣✐è❝❡s s✐t✉é❡s à ❡♥✈✐r♦♥ ✼✵✵ ♠♠
❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳
▲❡s ❝❛✉s❡s ❞✬é❝❤❡❝ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✿
✕ ✶✼✪ ♣♦✉r ❧✬♦❝❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✐è❝❡ ♣❛r ❧❡s ❞♦✐❣ts ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧✬é❝❤❡❝
❞✉ s✉✐✈✐✱
✕ ✷✷✪ ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s
s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥✱
✕ ✷✹✪ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r❝❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ✿ ❧✬❤②❞r♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❣é♥èr❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s q✉✐
❡♠♣ê❝❤❡ ❧❡ ❧â❝❤❡r ❞❡s ♣✐è❝❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✻✮✱
✕ ✸✼✪ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r❝❡ é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡ ✿ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡♥tr❡
❧❡s ♣✐è❝❡s ❡t ❧❡s ❞♦✐❣ts ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣❛r❛s✐t❡s✳
▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ré✉ss✐t❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s é❧❡❝tr♦st❛✲
t✐q✉❡ ❡t ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬♦❜t❡♥✐r ❡♥ ❝♦♥trô❧❛♥t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐s❛♥t ❧❡s ❞♦✐❣ts ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡✳
✺✳✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ é✈♦❧✉é❡
▲❡s s✉❝❝ès ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦✉ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✜♥❛❧ ❡st ♣❧✉s é✈♦❧✉é ✿ ✐♥s❡rt✐♦♥ s✉r tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝✐♥q ♣✐è❝❡s ♣❛r
✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞✉ ❧â❝❤❡r ✿ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞✬❛❞❤és✐♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥❡♥t ❧❛
♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡ ✭✹✵✵ µ♠ × ✹✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠✮ s✉r ❧❡ ❞♦✐❣t ❞❡ ❧❛ ♣✐♥❝❡✳
❧❡✉rs tr❛♥❝❤é❡s✱ s❛♥s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ s♦❧✐❞❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦❧❧❛❣❡ ♦✉ ❧❡
s♦✉❞❛❣❡✳ ❖♥ ❝♦♠♣t❡ s✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t st❛❜❧❡✳
▲❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞és✐ré❡s ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ♣✐è❝❡s ❡t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✼ ♠♦♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s ✐♠❛❣❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ✿
❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ st❛❜❧❡ s❛♥s ❝♦❧❧❛❣❡✳
✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲❛ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛✐t ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ♣❛r ✐♥s❡rt✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❥❡✉ ♠é❝❛♥✐q✉❡
✐♥❢ér✐❡✉r à ✺ µ♠ ✿
✕ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ♣ré❝✐s❡s✱ r♦❜✉st❡s ❡t r❛♣✐❞❡s✱
✕ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❝✐s❡s ❡t r♦❜✉st❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r
à ❡s♣❛❝❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■❧ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦♠♦t❡✉r ✉❧tr❛✲
s♦♥♦r❡ à ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ st✐❝❦✲s❧✐♣✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞♦t❡r ❝❡ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♠♦❜✐❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❡t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❛ s❝è♥❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳
✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✸
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼ ✕ ❆ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ ❝✐♥q ♣✐è❝❡s s✉r tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉①✳
✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❢r❛♥❣❡s q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧✲
❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✵✳✵✶ ♣✐①❡❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ♣❛r ♦♥❞❡❧❡tt❡
❞❡ ▼♦r❧❡t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❛❧❧♦♥❣é❡ ❛ été ♣ré❢éré❡
♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛♥❛❧②s❡r ✜♥❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✉ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t ♣✉✐s ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r s❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧
❞❡ t②♣❡ ❧♦♦❦✲t❤❡♥✲♠♦✈❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣♦rté ❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐
r♦❜✉st❡s ❊❙▼ ❡t ❙■❋❚ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s
♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ♦♣t✐q✉❡s✳ P✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r
❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✷❉ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ✿ ❧❡ ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡st ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ré❛❧✐sé ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♣♦s✐✲
t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞é❧✐✈ré❡s ♣❛r ❱✐s♣ ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ✜①❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❆♣rès ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❛♣♣❡❧é ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ré❣✐ss❛♥t ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✸❉✳
▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts ✈✐s✉❡❧s ✷❉ ❡t ✸❉ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡
été ❛♣♣❧✐q✉és ❛✈❡❝ s✉❝❝ès à ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡ ♣✐è❝❡s ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ♣❛r ❧❡✉rs r❛✐♥✉r❡s ❞❡
✶✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ × ✶✵✵ µ♠ ± ✶✳✺ µ♠✱ s♦✐t ✉♥ ❥❡✉ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✸ µ♠✳
▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ré❛❧✐sés s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ s♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s
❡①❡♠♣ts ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ✿
✕ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❢r❛♥❣❡s s❡r❛✐t
❜✐❡♥✈❡♥✉❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r s♦♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ à ❧❛ ♥♦♥ ♣❧❛♥é✐té ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❀
✕ ❧❡s ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥ts ✈✐s✉❡❧s ♦♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦r✲
t❛♥t✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s t❡❧❧❡s q✉❡
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s✳
▲❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❡♥ ❢r❛♥❣❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❏❡❛♥✲
❈❤r✐st♦♣❤❡ ❘❛✈❛ss❛r❞ ❡♥tr❡ ✶✾✾✻ ❡t ✷✵✵✵✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠✐❝r♦✲♠♦t❡✉r ✉❧tr❛✲s♦♥♦r❡ ❛
été ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❑❛r✐♠❛ ❘♦❝❤❞✐ ❡♥tr❡ ✶✾✾✾ ❡t ✷✵✵✸✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s tr❛✈❛✉①
s✉r ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❡t ❧❛ ♠✐❝r♦♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t été ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡
❇r❛❤✐♠ ❚❛♠❛❞❛③t❡ ❡♥tr❡ ✷✵✵✻ ❡t ✷✵✵✾✱ ❡t ❧✉✐ ♦♥t ✈❛❧✉ ❧❡ ♣r✐① ✷✵✶✵ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
t❤ès❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té ❡t ❧❡ ♣r✐① ✷✵✶✵ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
t❤ès❡ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❞✉ ●❉❘ ❘♦❜♦t✐q✉❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
✻✳✶ ❘❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
▲❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✺✵ ❀ ❡❧❧❡ ❛ ❝♦♥♥✉ s♦♥ ❛♣♦❣é❡
❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✼✵✲✽✵ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ à ✈✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✲
✷✵✵✵✳ ▼❛✐s ❞❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ❡❧❧❡ r❡♣r❡♥❞ ❞✉ ♣♦✐❧ ❞❡ ❧❛ ❜êt❡ ♣♦✉r s❡ r❡tr♦✉✈❡r
♥♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♠✐♥✐stèr❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❝❧és à ❧✬❤♦r✐③♦♥ ✷✵✶✺
❞✉ s❡❝t❡✉r ❚■❈ ✭❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❧✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮ ❬✷✵✵❪ ❛✉①
❝♦tés ❞❡ ❧✬♦♣t♦é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❞❡ ❧❛ ♥❛♥♦é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ♥✉❛❣❡s✱
❞❡s rés❡❛✉① ❤❛✉t ❞é❜✐t ♦♣t✐q✉❡s✱ ✳✳✳ ❖♥ ♣❡♥s❡ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t à ✉♥ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧❧❡s r❡❧❡✈❛♥t ❞✉ s❡r✈✐❝❡ ❬✶✾✶❪✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉✬❡st ❛♣♣❛r✉
❞❡♣✉✐s ♣❡✉ ✉♥ ❢♦♥❞ ❞✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❬✶✽✹❪✳
❖♥ ♣❡rç♦✐t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ r❡❧è✈❡r♦♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡✳
➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❡ ❢❡r♦♥s ♣❛s ♦❜❧✐✲
❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ✈✐s✐♦♥✱ ♠❛✐s ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♠❛îtr✐sé❡ ❛♣♣♦rt❡ ❡t ❛♣♣♦rt❡r❛ ✉♥❡
♣❧✉s✲✈❛❧✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t✐❡❧ à ❝❡✉① q✉✐ ❡♥
❞✐s♣♦s❡♥t✳
◆♦tr❡ ❛♠❜✐t✐♦♥ ❡st ❞✬❛ss❡♦✐r ❧❛ ♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛②s❛❣❡ s❝✐❡♥✲
t✐✜q✉❡ ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧✱ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞é✜s ❡st à r❡❧❡✈❡r ✿
✕ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❡ q✉✐ s❡ r❛♣♣♦rt❡ à ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✿ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ r♦❜✉st❡s ❡t ♣ré❝✐s ❀
✕ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❛ tr❛✐t à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❛ss✐st❡r
❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐sé❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❀
✕ ❡♥✜♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✿ ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝✐s❡s ❡t r♦❜✉st❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡s ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡s✱
✶✸✺
✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻
ré♣ét❛❜❧❡s ❡t ♣ré❝✐s❡s✳
▲❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞é✜s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❛✲
❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♠✐❝r♦♠é✲
tr✐q✉❡s s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♦✉ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉❜✲
♠✐❝r♦♥✐q✉❡✳ ■❧ ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❤♦♥♦♠✐✲
❝r♦❝❤✐r✉r❣✐❡ ❧❛s❡r✳
✻✳✷ ❇✐❧❛♥ ❝r✐t✐q✉❡
❆rr✐✈é ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ♠✐❡✉① ❧✬❛♠❜✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦✲
♣♦s ✐♥✐t✐❛❧✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r ❛tt❡✐♥t q✉❡ très ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦tr❡
♦❜❥❡❝t✐❢✱ q✉✐ s✬é❧♦✐❣♥❛✐t ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈❛♥❝✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥
❞❡ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡
❞✐t P✳ ❏✳ Pr♦✉❞❤♦♥ ✿ r✐❡♥ ♥✬❡st s♦✉✈❡♥t ♠♦✐♥s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ② r❡❣❛r❞❡ ❞❡
tr♦♣ ♣rès✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
✕ ❢❛✐t ✉♥ t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✉t✐❧✐sés à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦✲♠étr✐q✉❡
❡t ♠♦♥tré ❧❛ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥❝❡ ❞❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ♦♣t✐q✉❡ ❡t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱
✕ ré❛❧✐sé ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞♦❝✉♠❡♥té ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱
✕ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡ ❡t ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ❡t
❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✱
✕ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ♠♦♥♦❢♦❝❛❧ ❡t ♠✉❧t✐❢♦❝❛❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ✈❛❧✐❞é❡s ❝❡rt❡s✱ ♠❛✐s ✐❧ s❡r❛✐t ♣❧✉s ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡
s✉❣❣èr❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ✉♥ ♣❡✉ ré❝❡♥t❡s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ ♠✐s❡
❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥térêt ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳
P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t
✈❛❧✐❞é ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✈✐rt✉❡❧s ❛✈❡❝ ❞✬✐♥✲
tér❡ss❛♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ✿ ✈✐s✐♦♥ ✸❉✱ ❝❤❛♠♣ ❧❛r❣❡✱ ❣r❛♥❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ✈✐s✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡✳
▼❛✐s ♥♦✉s r❡❣r❡tt♦♥s ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r ♣❛s ❛tt❡✐♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣ré✲✐♥❞✉str✐❡❧ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s
♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ♠❡ttr❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡✳
❊♥✜♥ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
✕ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❡♥ ❢r❛♥❣❡s ❡t
❧✬❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ❛✈❡❝ s✉❝❝ès à ✉♥ ♠✐❝r♦✲♣♦s✐t✐♦♥♥❡✉r ♣❧❛♥✱
✕ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✷❉ ét❛✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r
❧❡s tâ❝❤❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ♣r✐s❡ ❡t ❞❡ ❧â❝❤❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts✱
✻✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✼
✕ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❈❆❖ ✐♥✐t✐❛❧❡✲
♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣t✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞s ét❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡✱
✕ tr♦✉✈é ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡t ❧❛ s❝è♥❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧✬❛ss❡r✈✐s✲
s❡♠❡♥t ✸❉ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ r❡st❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❡t ❞✬❛ss❡r✈✐s✲
s❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡s tâ❝❤❡s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦✲♠étr✐q✉❡✳
✻✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
■❧ ❡st ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛
♣❤②s✐q✉❡ ✭❬✶✽✼❪✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ❢❛✐t ❧❡ r♦❛❞♠❛♣ ❛♠ér✐❝❛✐♥ ❞❡ ✷✵✵✼ s✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞❡s ♥❛♥♦✲s②stè♠❡s ❬✷✵✻❪ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡
❞❡ ❧✬÷✉✐❧ ❤✉♠❛✐♥ à ✸✵ ❝♠✱ ✶✵✵ µ♠✱ s♦✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ❣r❛✐♥ ❞❡ s❛❜❧❡✱
♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❛ ❢❛✐t ❞✬é♥♦r♠❡s
♣r♦❣rès ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✻✵ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❡♥ ❢❛✐r❡✳ ■❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣❡❧❡r ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✭❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥
❛t♦♠❡ ❡st ✵✳✶ n♠✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛t♦♠❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
♠✐❝r♦s❝♦♣❡s à s♦♥❞❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ♦✉ ❞✬❛t♦♠❡s
✭ ❬✻✺❪✮✳ ❈✉r✐❡✉s❡♠❡♥t✱ ❛✉① é❝❤❡❧❧❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭❧❡ ❞✐❛♠ètr❡
♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❡st✐♠é❡ à ✶✵ µ♠✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ✭❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♠♦②❡♥
❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡st ❡st✐♠é❡ à ✶✵ n♠✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é❝❧❛r❛✐t ❘✐❝❤❛r❞ P✳ ❋❡②♥♠❛♥
❞❛♥s s♦♥ ❢❛♠❡✉① ❞✐s❝♦✉rs ❞❡ ✶✾✺✾ ❬✻✻❪ ✿ ✶ ■❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ❜❛s✱ ❡t
❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ à ❝❡s é❝❤❡❧❧❡s✳
❉és♦r♠❛✐s✱ ♥♦tr❡ ❛♠❜✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❛ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡ à ❝❡s é❝❤❡❧❧❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ▼❊▼❙ ❡t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s✱ ❡t ❞❡s
❞✐✈❡rs ♣r♦❥❡ts ♥❛t✐♦♥❛✉① ❡t ❡✉r♦♣é❡♥s ✭❋P✻ ♥♦t❛♠♠❡♥t✮ s❡♠❜❧❡♥t ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡
❧✬❛✈❡♥✐r ❞❡ ❝❡s r♦❜♦t✐q✉❡s ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✿
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡♥t❛❜✐❧✐té ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❞ ❤♦❝
❝♦♥t♦✉r♥❛♥t ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦✲
♠étr✐q✉❡s✱ ❡♥ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t s✉r ❧❡s ✇❛❢❡rs ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❡♥t✐♠étr✐q✉❡s ❬✶✽✸❪✳
❉❡ ♥♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ❧✬❛✈❡♥✐r ❡st ❞❛♥s ❧❡ s❡r✈✐❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✿
✕ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❛❞ ❤♦❝✱
✶✳ ❚❤❡r❡ ✐s P❧❡♥t② ♦❢ ❘♦♦♠ ❛t t❤❡ ❇♦tt♦♠
✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❘❡♣èr❡ ♥❛t✉r❡❧ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❘♦❜♦t✐q✉❡
❚❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❤✉✲
♠❛✐♥ ❞é❜♦✉t
✷♠ ❘♦❜♦t✐q✉❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡
❉✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥
❣r❛✐♥ ❞❡ s❛❜❧❡
✶✵−4 ♠ ❂ ✶✵✵ µ♠ ▼✐❝r♦✲❘♦❜♦t✐q✉❡
❉✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥❡
❣r♦ss❡ ❝❡❧❧✉❧❡
✶✵−5 ♠ ❂ ✶✵ µ♠ ▼✐❝r♦✲◆❛♥♦✲
❘♦❜♦t✐q✉❡
❉✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥❡
❣r♦ss❡ ♠♦❧é❝✉❧❡
✶✵−8 ♠ ❂ ✶✵ n♠ ◆❛♥♦✲❘♦❜♦t✐q✉❡
❉✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥❡
♣❡t✐t❡ ♠♦❧é❝✉❧❡
✶✵−9 ♠ ❂ ✶ n♠ ◆❛♥♦✲P✐❝♦✲
❘♦❜♦t✐q✉❡
❉✐❛♠ètr❡ ❞✬✉♥
❣r♦s ❛t♦♠❡
✶✵−10 ♠❂ ✶✵✵ p♠ P✐❝♦✲❘♦❜♦t✐q✉❡
❉✐❛♠ètr❡ ❞❡
❧✬é❧❡❝tr♦♥
✶✵−15 ♠ ❂ ✶ f♠ P✐❝♦✲❋❡♠t♦✲
❘♦❜♦t✐q✉❡
❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ ❊❝❤❡❧❧❡s ❡t ♣♦✐♥ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
✕ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r✱ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✲
♠❡♥t ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❡t str✉❝t✉r❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛✲
t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥✳
■❧ s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛s✐✈❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛s❡r ✿ à
❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❛r❡✐❧s à ❜❛s❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♠✐❝r♦✲♠étr✐q✉❡s✱ s✬❛❥♦✉t❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥
r♦❜♦t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s très ♣ré❝✐s❡s ❡t ❞♦♥❝ ❛✛❡❝t❛♥t
♣❡✉ ❧❡s t✐ss✉s s❛✐♥s✳
✻✳✸✳✶ ▼✐❝r♦✲♥❛♥♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡
❉❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s t❡♠♣s✱ ♦♥ ❛ss✐st❡ à ✉♥ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts s❝✐❡♥t✐✲
✜q✉❡s✱ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥❝❡✐♥t❡ ♣r♦♣r❡ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡✱
❡♥ ❞❡ ✈ér✐t❛❜❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ♣♦✉r str✉❝t✉r❡s ❛✉① é❝❤❡❧❧❡s ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦✲
♠étr✐q✉❡s ✭é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡✮✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✿
✕ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡✱
✕ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✐♦♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✉s✐♥❛❣❡✱
✕ ❧✬✐♥❥❡❝t❡✉r ❞❡ ❣❛③ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❞é♣ôts ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✉r❡✱
✕ ❧❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞✬é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❞✬✐♦♥s✱
✕ ❧❡s ❝❛♠ér❛s ✐♥❢r❛✲r♦✉❣❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✱
✕ ❧❡s r♦❜♦ts ❛✈❡❝ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s
str✉❝t✉r❡s✳
✻✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✾
❈❡s ❝❡♥tr❡s ♦✛r✐r♦♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❢❛❜r✐q✉❡r✱ ♠❛♥✐♣✉❧❡r✱ ❝❛✲
r❛❝tér✐s❡r✱ ❛ss❡♠❜❧❡r s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳
■❧s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❢❛❜r✐q✉❡r ✿ ✉s✐♥❛❣❡✱ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡t ❣r❛✈✉r❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t❡✉r ❞❡ ❣❛③ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✶ ❡t ✻✳✷✮✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡s ✉s✐♥é❡s ❛✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬✐♦♥s ❡t ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣❛r ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✱ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❬❞♦❝✉♠❡♥t ❈❛r❧ ❩❡✐ss❪✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡s ❡♥ ❝❤r♦♠❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ♣✉❧✈ér✐s❛t✐♦♥✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥ ♣♦❧✐ss❛❣❡
❬❞♦❝✉♠❡♥t ◆✐❝♦❧❛s ▼❛rt✐♥ ❞❡ ❋❊▼❚❖✲❙❚✴▼◆✷❙❪✳
■❧s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✿ ❡ss❛✐s ❞❡ tr❛❝t✐♦♥✱ ❡ss❛✐s ❞❡ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❡ss❛✐s ❞❡
s♦♥❞❛❣❡✱ ❡ss❛✐s t❤❡r♠✐q✉❡s✱ t❡sts ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✸✮✳
■❧s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬❛ss❡♠❜❧❡r ✿ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ♣❛r ✐♥s❡rt✐♦♥✱ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ s✉✐✈✐ ❞❡
s♦✉❞❛❣❡ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✹ ❡t ✻✳✺✮✳
✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢r❛♥❣❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✿ ✭❛✮ ♦♥❞❡s ❛❝♦✉s✲
t✐q✉❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡s✱ ✭❜✮ ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❬✼✷❪✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡s ❡♥ s✐❧✐❝✐✉♠ ❞❡ ✻ µ♠ ✭❧♦♥❣✉❡✉r✮ × ✻ µ♠ ✭❧❛r❣❡✉r✮ × ✷ µ♠
✭é♣❛✐ss❡✉r✮ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❡①tr❛✐t❡s ❡t ❛ss❡♠❜❧é❡s ♣❛r ✐♥s❡rt✐♦♥
✻✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✹✶
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡♥ ♣❤♦s♣❤✉r❡ ❞✬✐♥❞✐✉♠ ✭■♥P✮ ❞❡ ✷✵ µ♠ ✭❧♦♥❣✉❡✉r✮ × ✶✳✺ µ♠
✭❤❛✉t❡✉r✮ × ✷✵✵ ♥♠ ✭é♣❛✐ss❡✉r✮ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❡①tr❛✐t❡ ❡t ❛ss❡♠❜❧é❡ ♣❛r s♦✉❞❛❣❡ ❬❞♦❝✉♠❡♥t
❘❡♠② ❇r❛✐✈❡ ❞✉ ▲P◆✲▼❛r❝♦✉ss✐s❪✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐s♣♦s❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❢é✈r✐❡r ✷✵✶✸ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❡♥tr❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡✱ ✜♥❛♥❝é
♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡♠❡♥t ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥❝❡ ❘❖❇❖❚❊❳ ❡t ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❋r❛♥❝❤❡ ❈♦♠té ✭✜✲
❣✉r❡ ✻✳✻✮✳ ■❧ ✈❛ ♥♦✉s ♦✛r✐r ❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❛❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❡♥ s♦♠♠❡s ❤❡✉r❡✉①✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ à ét✉❞✐❡r s❡r❛ ❧✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s
t❡❧s q✉❡ ❝❡✉① ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❍❛rt❧❡② ✭❬✶✻✺❪✮ ❡t ❙✉tt♦♥ ✭❬✶✼✵❪✮✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛✉t❡✉r
❛②❛♥t ❛❜♦r❞é ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s à ❜❛✲
❧❛②❛❣❡ ❡st ▼❛✉♥❡ ✭❬✻✼❪✮✳ ■❧ tr❛✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♣❤♦t♦✲
❣r❛♠♠étr✐q✉❡ ❡t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢✳
▲✬éq✉✐♣❡ ▼❊❇ ❞❡ ❧✬❖◆❊❘❆ ♣r♦♣♦s❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ à très
❢♦rt ❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✣♥❡ ✭❞♦♥❝ ♣❛r❛❧❧è❧❡✮ ♣✉✐s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛✉t♦✲
ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❬✶✶✷❪✱ ❬✶✺✼❪✮✳ ▲✬é❝♦❧❡ ❞❡s ♠✐♥❡s ❞✬❆❧❜✐ ❡t
❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛r♦❧✐♥❡ ❞✉ s✉❞ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ♥♦♥
♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✉❧tr❛✲♣ré❝✐s❡s ✿ à ❢❛✐❜❧❡
❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✭✐♥❢ér✐❡✉r à ✶✵✵✵×✮✱ ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❡t à ❢♦rt
❣r❛♥❞✐ss❡♠❡♥t ✭s✉♣ér✐❡✉r à ✶✵✵✵×✮ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭❬✶✹✶❪✱ ❬✶✺✾❪✮✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❝✐tés ❛✣r♠❡♥t ❧❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛❧✲
❧è❧❡ s❛♥s ❥❛♠❛✐s ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ♥✐ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♥✐ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❧✬❛♠❜✐t✐♦♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ✐♥✜r♠❡r ♦✉ ❝♦♥✜r♠❡r ❝❡s ❛❢✲
✜r♠❛t✐♦♥s✳
✶✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ▲❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉t✉r❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦ ✈✐s✐♦♥
r♦❜♦t✐q✉❡✳
✻✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✹✸
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ à ét✉❞✐❡r s❡r❛ ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs
rés✉❧t❛ts ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ♦♥t été ♣✉❜❧✐és ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❙❛t♦
✭❬✼✻❪✱ ❬✾✶❪✮✳ ■❧s ❢♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ é❧❡✈é ❞✉ ❜r✉✐t ❞ès q✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝q✉✐✲
s✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♠❛✐s ♣rés❡♥t❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✬♦❜✲
❥❡ts ♣❛r ✉♥ ❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❞❡ t②♣❡ ❧♦♦❦✲t❤❡♥✲♠♦✈❡✳ ❆✉❝✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♥✬❡st ♣rés❡♥té❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ❧♦♦❦✲
t❤❡♥✲♠♦✈❡ s♦♥t ♥♦t♦✐r❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r êtr❡ très s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é✲
❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❋❛t✐❦♦✇
s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ éq✉✐♣❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ✈✐s✐♦♥ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t
♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ♣❛r ❝r♦ss✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ♦✉ ♣❛r
❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ✭❬✶✺✽❪✮✱ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✭❬✶✼✻❪✮ ♦✉ ❧❡ s✉✐✈✐ à
✶✵✵ ❍③ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ✭❬✶✽✵❪✮✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r ◆❡❧s♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡ s✉✐✈✐ ✸❉ ❞❡ ❝✐❜❧❡s r✐❣✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✭❬✶✼✼❪✮✳
P♦✉r ♥♦tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét✉❞✐❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs s♣❡❝tr❛✉①
❞❛♥s ❧❡s ❧♦✐s ❞✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r e ❡①♣r✐♠é❡
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ✿
e = I − I∗ ✭✻✳✶✮
à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ✿
e = TF (I)− TF (I∗) = M(e) exp−jϕ(e) ✭✻✳✷✮
♦ù ✿
✕ I ❡t I∗ s♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ❞és✐ré❡ ❀
✕ TF ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❀
✕ M(e) ❡t ϕ(e) s♦♥t ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❡t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳
■❧ ❡st ♥♦t♦✐r❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ q✉❡ M(e) ❝♦❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ϕ(e) ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ▲✬
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭❬✽✶❪✱ ❬✶✻✼❪✮✳ ❖✉tr❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✱ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ♣♦✉r ❧❛ ♠✐❝r♦❝❤✐r✉r❣✐❡ ❧❛s❡r ❛✉ss✐✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t s✬❛❣✐r
❞❡ ✈✐s❡r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s♣♦t ❧❛s❡r✱ ❛✉ ❝♦♥t❛❝t ❞❡s t✐ss✉s✱ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ❞❡ ✶✵ µ♠ ❛✉ ❧✐❡✉
❞❡ ✶✵✵ µ♠ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✳
▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉rr❛✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❋♦✉r✐❡r s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦✉✱ ♠✐❡✉① ❡♥❝♦r❡✱ ❡♥ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
s✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞✬✐♥térêt ✭s✉✐✈✐ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✮✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐❞é❡ ❡st
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ◆✐❝♦❧❛s ❆♥❞r❡✛ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ r♦❜♦ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♣❛r
❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ✿ ❧❡ s✉✐✈✐ ❡st ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ✉♥❡ ❝❛♠ér❛ r❛♣✐❞❡ ❈▼❖❙ ✭❬✶✽✷❪✮✳
✻✳✸✳✷ ◆❛♥♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡
▲❛ ♠✐❝r♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡
à tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❡t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉①✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r✲
✶✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻
♥✐❡r ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✽✵ ♣♠✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡s ♠❛✲
tér✐❛✉①✳ ❉❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦♥t ✉s✐♥és✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞✬✐♦♥s✱ ❞❡ s♦rt❡
à êtr❡ tr❛♥s♣❛r❡♥ts ❛✉① é❧❡❝tr♦♥s ✭é♣❛✐ss❡✉rs ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✺ ♥♠ ❡t ✺✵✵ ♥♠✮
♣✉✐s ♠❛♥✐♣✉❧és ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❤❡r♠♦✲
♣❤②s✐q✉❡s✳
■❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡
t❡❧❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ r❡t♦✉r ✈✐s✉❡❧ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ▲❡ ❣r❛♥❞
❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r❛✐t ❧❡ ❣r❛♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛tt❡✐♥t✳
▲❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❡t ❛ss❡r✈✐ss❡✲
♠❡♥t ✈✐s✉❡❧✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✳
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✻✺❪ ■❇▼ r❡s❡❛r❝❤❡rs ♠❛❦❡ ✶✷✲❛t♦♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡♠♦r② ❜✐t✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✷✳
❬✻✻❪ ❘✐❝❤❛r❞ P✳ ❋❡②♥♠❛♥✳ ❚❤❡r❡✬s ♣❧❡♥t② ♦❢ r♦♦♠ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❈❛❧t❡❝❤ ❊♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✸✭✺✮ ✿✷✷✕✸✻✱ ✶✾✻✵✳
❬✻✼❪ ❉❛✈✐❞ ❋✳ ▼❛✉♥❡✳ P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣❡s✳ P❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣✱ ✹✷✭✾✮ ✿✸✸✺✕
✸✺✼✱ ✶✾✼✻✳
❬✻✽❪ ❘✳❆✳ ❏❛r✈✐s✳ ❆ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ r❛♥❣❡ ✜♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✺✭✷✮ ✿✶✷✷✕
✶✸✾✱ ✶✾✽✸✳
❬✻✾❪ ❙❤r❡❡ ❑✳ ◆❛②❛r✳ ❙❤❛♣❡ ❢r♦♠ ❢♦❝✉s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ❈▼❯✲❘■✲❚❘✲✽✾✲✷✼✱
❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❚❤❡ ❘♦❜♦t✐❝s ■♥st✐t✉t❡
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✯✯✯
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
P✐❡rr❡✲❏♦s❡♣❤ Pr♦✉❞❤♦♥✳ ◗✉✬❡st✲❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❄✳
✶✺✼
✶✺✽ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊
❘és✉♠é
▲❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦♠étr✐q✉❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬÷✉✐❧ ❤✉♠❛✐♥ s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵ µ♠✳ ❙❛ ♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ r❡♠♦♥t❡ ❛✉① ❛♥♥é❡s ✾✵ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ▼❊▼❙ ❡t ▼❖❊▼❙✱
✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ♣❧✉s tôt✳ ❊❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❡♥ ♣r♦❞✉✐ts ❝♦♠♣♦sés✱ ♦✉
♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛s✐✈❡✳
◆♦s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡✳ ■❧s ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛
♠✐❝r♦ ✈✐s✐♦♥ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ✉♥❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ♠❛r✐❛♥t ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ ♠✐❝r♦✲r♦❜♦t✐q✉❡
❡t ❧❛ ♠✐❝r♦✲✈✐s✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦✲♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ❡t é❧✉❝✐❞é tr♦✐s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ✿ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ✈✐rt✉❡❧s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡s✱ ❡t ❧✬❛ss❡r✈✐ss❡♠❡♥t ✈✐s✉❡❧ ❛✈❡❝ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s✉✐✈✐ r♦❜✉st❡ ❡t ♣ré❝✐s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✢✉① ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❡t ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡s ❡t ♣ré❝✐s❡s✳ ▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
♦♥t été ✈❛❧✐❞és s✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✿
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧❡✉r ❛ss❡♠✲
❜❧❛❣❡ ❡♥ str✉❝t✉r❡s ✸❉ é✈♦❧✉é❡s✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ✈♦♥t s❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤✐r✉r❣✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t
✐♥✈❛s✐✈❡ ✿ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♣♦t ❧❛s❡r ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ s✉r ❧❡s t✐s✲
s✉s ❞✉ ❧❛r②♥①✳ P✉✐s ✐❧s ✈♦♥t s✬ét❡♥❞r❡ ❛✉① é❝❤❡❧❧❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥tr❡ ✶✵
µ♠ ❡t ✶✵ ♥♠ ✿ ❧❛ ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦ ❡t ❧❛ ♥❛♥♦ ✈✐s✐♦♥s r♦❜♦t✐q✉❡s✳ ▲❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s
❞é♠❡✉r❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s ♠❛✐s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
♣r❡♥❞❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡r✐❡s ✭♠✐❝r♦s❝♦♣❡s é❧❡❝tr♦✲
♥✐q✉❡s✮ ❡t ❞❡s r♦❜♦ts✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝✐❜❧é❡s ♣❛r ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❤é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t
❧❛ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s ♠✐❝r♦✲♥❛♥♦ str✉❝t✉r❡s ♣♦✉r
❧❡s s②stè♠❡s ♦♣t♦✲é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ♦✉ ❛❝♦✉st♦✲♦♣t✐q✉❡s✳
